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1 Einleitung

Seit ihrer Entdeckung durch Wilhelm Conrad Réntgen (1898) vor iiber 100 Jahren hat sich die
Verwendung von Réntgenstrahlung in der medizinischen Diagnostik und der zerstérungsfreien
Materialpriifung zu einem etablierten Verfahren entwickelt. Dank ihrer Eigenschaft, Objekte zu
durchdringen, die fiir sichtbares Licht undurchsichtig sind, erméglicht es die Rontgenstrahlung,
Informationen iiber die innere Struktur dieser Objekte zu erlangen. Mit der Einfiihrung der
Computertomographie durch Godfrey Newbold Hounsfield (1973) wurde es moglich, diese
inneren Strukturen quantitativ zu rekonstruieren und in Form von Schnittbildern graphisch
darzustellen.

Den notwendigen Kontrast liefert in der konventionellen Réntgenbildgebung die Abschwéichung
der Rontgenstrahlung durch ihre Wechselwirkung mit der durchstrahlten Materie. Rontgenstrah-
lung wird dabei jedoch nicht nur absorbiert, sie erfihrt auch eine Anderung ihrer Phase. Die
Messung des von einem Objekt erzeugten Phasenschubs stellt einen neuen Kontrastmechanismus
fiir die Bildgebung zur Verfiigung mit dem weitere Information iiber die innere Struktur des
Objekts gewonnen werden kann. In der optischen Bildgebung erméglicht die von Frits Zernike
(1935) begriindete Phasenkontrastmikroskopie so zum Beispiel die Abbildung von Strukturen,
die mit einem Hellfeldmikroskop nur nach Anfirbung sichtbar wiren.

In der Phasenkontrastbildgebung miissen die Phasenunterschiede in messbare Variationen der
Strahlungsintensitéit umgewandelt werden. Im Fall von Rontgenstrahlung sind dazu komplexe
Aufbauten erforderlich. Die in dieser Arbeit thematisierte Messmethode ist die gitterbasierte
Rontgenbildgebung mit einem Talbot(-Lau)-Interferometer (Momose et al., 2003; Pfeiffer et al.,
2006). Die Ubersetzung der Phaseninderungen in Intensititsunterschiede geschieht hierbei
durch den Einsatz mehrerer Gitter. Weitkamp et al. (2005) prisentierten tomographische
Rekonstruktionen aus Absorptions- und Phasenkontrast durch Einsatz der Phasestepping-
Technik an einem solchen Gitterinterferometer.

Ein hochaktuelles Forschungsthema im Bereich der Réntgenbildgebung sind iterative tomo-
graphische Rekonstruktionsverfahren (Kalender, 2000). In den letzten Jahren haben derartige
Methoden auch in der Phasenkontrastbildgebung Einzug gehalten (Li et al., 2011; Kohler
et al., 2011; Hahn, 2014). Die Hauptanliegen bei der Verwendung dieser Verfahren anstelle der
etablierten analytischen Methoden wie der gefilterten Riickprojektion sind eine Verringerung
der applizierten Strahlendosis bei gleichbleibender Bildqualitit sowie die Reduzierung von
Bildartefakten. Die meisten dieser Verfahren benotigen zur CT-Rekonstruktion die Werte
der Projektion von Abschwiichung bzw. Phase. Uber eine sogenannte Phasenrekonstrukti-
on miissen diese zunéchst aus den gemessenen Intensitdtswerten bestimmt werden. Bei der
Phasestepping-Technik sind dafiir fiir jeden Projektionswinkel mehrere Aufnahmen bei verschie-
denen Gitterpositionen erforderlich. Der Messvorgang ist dadurch langsam und bedarf einer
préazisen Ausrichtung der Gitter. Zudem muss die Modellierung des Rauschens von den gemes-
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senen Intensititen auf die durch die Phasenrekonstruktion extrahierten Parameter iibertragen
werden, siche Weber et al. (2011).

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die von Ritter et al. (2013) vorgeschlagene iterative
CT-Rekonstruktion mittels Likelihood-Maximierung. Die Methode operiert auf der Ebene der
gemessenen Intensitédtswerte und vermeidet dadurch eine zwischenzeitliche Phasenrekonstrukti-
on.

Kapitel 2 bildet eine Einfithrung in die physikalischen Grundlagen der gitterbasierten Rontgen-
bildgebung sowie der Computertomographie. In Kapitel 3 wird das Rekonstruktionsverfahren
vorgestellt. Die verwendete Likelihood-Funktion und die iterative Methode zu ihrer Maximie-
rung werden motiviert. Ebenso wird das Vorwértsmodell zur Modellierung des Messvorgangs
besprochen. Das Kapitel schlie3t mit einem kurzen Einblick in die Wellenfeldsimulation fiir
die Talbot-Lau-Rontgenbildgebung. Die Untersuchungen und Ergebnisse dieser Arbeit sind
in Kapitel 4 aufgefiihrt. In Abschnitt 4.1 werden verschiedene Projektoren zur Modellierung
des Messvorgangs prasentiert. In Abschnitt 4.2 wird die vorgestellte Rekonstruktionsmethode
evaluiert. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf dem Konvergenzverhalten und der Bildqualitét.
Die Ergebnisse werden mit Resultaten aus der gefilterten Riickprojektion verglichen. Das
Rekonstruktionsverfahren wird auf drei verschiedene Aufnahmeschemata mit jeweils einer
Aufnahme pro Projektionswinkel angewendet. Abschnitt 4.3 betrachtet zwei potenzielle Mittel,
die Konvergenz der Methode zu beschleunigen sowie die erzielte Bildqualitét zu verbessern. Das
Kapitel endet mit der Untersuchung des Einflusses von Objektkanten in Abschnitt 4.4. Hier wird
die Moglichkeit demonstriert, Korrelationen zwischen den verschiedenen Kontrastmechanismen
in der Rekonstruktionsmethode zu beriicksichtigen. Kapitel 5 fasst die Ergebnisse der Arbeit
kurz zusammen und gibt einen Ausblick auf zukiinftige Untersuchungen.
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Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber die physikalischen Grundlagen und Konzepte dieser
Arbeit. Zunéchst soll betrachtet werden, welche Prozesse fiir die Wechselwirkung zwischen
Rontgenstrahlung und Materie von Bedeutung sind, wie diese mit den Mitteln der klassi-
schen Elektrodynamik beschrieben werden kénnen und wie diese Kenntnisse ein bildgebendes
Verfahren fundieren. Der folgende Abschnitt liefert eine Einfiihrung in die gitterbasierte interfero-
metrische Rontgenbildgebung. Abschliefend werden die Grundlagen der Computertomographie
behandelt.

2.1 Wechselwirkung von Rontgenstrahlung mit Materie

Rontgenstrahlung bezeichnet elektromagnetische Wellen, die energetisch im Bereich zwischen
Gréfenordnungen 10° keV und 102 keV liegen (Als-Nielsen & McMorrow, 2001). Die wichtigsten
Wechselwirkungsprozesse in diesem Energiebereich bilden der Photoeffekt, der Comptoneffekt —
héufig auch als inelastische Streuung bezeichnet — sowie elastische Streuung. Wihrend die ersten
beiden Prozesse nur quantenmechanisch beschrieben werden kénnen, kann elastische Streuung
im klassischen Wellenbild behandelt werden. Dabei regt die Rontgenstrahlung Elektronen zum
Schwingen an, welche dadurch ihrerseits Strahlung der gleichen Wellenlénge emittieren. Fiir den
Fall der sogenannten Thomson-Streuung — die Elektronen sind hier quasi frei — kommt es dabei
zu einem Phasenunterschied von 7 zwischen einfallender und emittierter Welle (Als-Nielsen &
McMorrow, 2001). Das gleiche Ergebnis liefert die klassische Beschreibung der Elektronen durch
Lorentzoszillatoren fiir den Fall, dass die einfallende Strahlung eine deutlich gréflere Frequenz
aufweist als die Resonanz des Oszillators. Auf makroskopischer Ebene fiithrt diese Tatsache,
nach Uberlagerung der urspriinglichen einfallenden Welle mit allen Streubeitriigen, zu einer im
Vergleich zum Vakuum verénderten Phasengeschwindigkeit und damit zu Brechung (Als-Nielsen
& McMorrow, 2001). In einer quantenmechanischen Beschreibung ist das elektromagnetische
Feld in Photonen quantisiert. Beim Photoeffekt wird eines dieser Photonen von einem Atom
absorbiert. Dabei gibt es seine Energie an ein Hiillenelektron ab und das Atom wird ionisiert.
Beim Comptoneffekt hingegen iibertrégt das Photon nur einen vom Streuwinkel abhéngigen
Teil seiner Energie auf das Elektron. Gegeniiber dem Photoeffekt wird der Comptoneffekt
fiir hohere Photonenenergien und kleinere Kernladungszahlen dominant (Buzug, 2008). Beide
Prozesse fiithren zu einer Abschwiichung der Rontgenstrahlung bei Durchgang durch Materie.
Klassisch wird Rontgenstrahlung, wie jede Art elektromagnetischer Strahlung, durch die
Maxwell-Gleichungen beschrieben. Im Vakuum fiihren diese zur Wellengleichung

2
<012§t2 - v2> U(r,t) =0 (2.1)
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mit ¢ der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Es zeigt sich, dass hierbei eine komplexe skalare
Wellenfunktion ¥ ausreicht, um das elektromagnetische Feld an jedem Punkt r = (z,y, 2)
im dreidimensionalen euklidischen Raum und zu jeder Zeit ¢ zu beschreiben (Paganin, 2006).
Zerlegt man ¥ in seine spektralen Komponenten, das heifit

1
U(r,t) = — [ ¥, (r)exp|—iwt] dw, 2.2
(r.0) = == [ Woyexp i (22
so erhélt man aus Gleichung 2.1 die sogenannte Helmholtzgleichung
(V2 + &) Ty(r) =0 (2.3)

fiir jede einzelne spektrale Komponente ¥,,, wobei fiir die Wellenzahl k£ = w/c gilt mit w der
Kreisfrequenz (Paganin, 2006).

In Anwesenheit von Materie gelten die obigen Gleichungen im Allgemeinen nicht mehr, da hier
die einzelnen Komponenten des elektrischen und des magnetischen Feldes iiber die Maxwell-
Gleichungen miteinander gekoppelt sind. Bei verschwindender Ladungs- und Stromdichte sowie
unter der Annahme sowohl statischer als auch rdumlich nur langsam variierender Permittivitit
und Permeabilitéit, entkoppeln die einzelnen Feldkomponenten und die physikalische Beschrei-
bung erfolgt wiederum durch ein komplexes skalares Feld (Paganin, 2006). Fiir die spektralen
Komponenten dieses Feldes ldsst sich dann eine inhomogene Helmholtzgleichung

(V2 + k*nl(r)) Uy(r) =0 (2.4)

aufstellen. Die oben angesprochenen Effekte der Abschwichung und der Brechung durch die
Anderung der Phasengeschwindigkeit sind dabei im komplexen Brechungsindex n,, kodiert. Im
Fall von Rontgenstrahlung ist fiir den Brechungsindex die Schreibweise

N =1— 6, + 1B (2.5)

mit §, dem Dekrement des Brechungsindex und 5, dem Extinktionskoeffizienten iiblich. Der
Index w verdeutlicht die Frequenzabhéngigkeit der jeweiligen physikalischen Groéfle. Im Wissen,
dass sich die allgemeine Losung der Wellengleichung iiber Gleichung 2.2 als Linearkombination
von monochromatischen Losungen schreiben ldsst, wird in den folgenden Ausfiihrungen stets nur
eine spektrale Komponente betrachtet. Der Index w wird hierbei zugunsten einer einfacheren
Notation nicht mehr mit aufgefiihrt.

Zur Losung von Gleichung 2.4 sei zunéchst der einfache Fall eines homogenen Mediums — es
gilt n(r) = n — betrachtet. Hier geniigt der Ansatz einer einfachen, sich in positive z-Richtung
ausbreitenden, ebenen Welle

U(z) = Wgexp [ink,z]

. : (2.6)
= Uy exp [ik,z] exp [—10k,z] exp [— Bk, z]

mit Amplitude Wy und z-Komponente k, des Wellenvektors. Letzterer gibt allgemein die Aus-
breitungsrichtung einer ebenen Welle an. Sein Betrag entspricht der Wellenzahl k. Experimentell
l&sst sich lediglich die Intensitét I dieser Welle messen. Sie ist durch das Betragsquadrat

I(z) = [¥(2)]* = |Wo|? exp [-2Bk,2] = Iy exp [~2k,2] (2.7)
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gegeben. Nach Einfithrung des Absorptionskoeffizienten zu p = 28k, folgt daraus das Lambert-
Beersche Schwichungsgesetz (Buzug, 2008)
I(z) = Ipexp [—pz] . (2.8)
Der Absorptionskoeffizient kann wiederum durch die Wirkungsquerschnitte o der moglichen
Wechselwirkungsprozesse ausgedriickt werden (Bethge et al., 2013). Fiir den hier betrachteten
Fall der Rontgenstrahlung gilt ndherungsweise
Na
n= Tp (UPhoto + UCompton) (2-9)
mit Ny der Avogadro-Zahl, p der Dichte und A der molaren Masse des jeweiligen Mediums.
Fiir inhomogene Medien muss die komplette rdumliche Verteilung des komplexen Brechungsin-
dex betrachtet werden. Hier kann Gleichung 2.4 niherungsweise iiber die sogenannte Projek-
tionsnéherung (Paganin, 2006) gelost werden. Diese, speziell fiir hinreichend diinne Objekte
geeignete Methode, basiert auf der Annahme, dass sich das Objekt zwischen z =0 und z = A
befindet, also nur dort der Fall n # 1 vorliegt. Es sei zudem die Losung ¥y = ¥(z,y, z = 0) auf
der Eintrittsfliche z = 0 bekannt. Auf der Austrittsfliche gilt dann bei Propagation entlang
der z-Achse
A
U(z,y,z=A) = Ygyexp [ik,A] exp —ikz/é(r) —iB(r)dz| . (2.10)
0
Im Lambert-Beerschen Schwachungsgestz fithrt dies im Exponenten zu einem Linienintegral
iiber den Absorptionskoeffizienten
A

I(z,y,2 = A) = |[Uo*exp —/u(r) dz| . (2.11)
0

Ein analoges Linienintegral iiber § liefert den sogenannten Phasenschub

A
Ap(z,y,z=A) = —k‘z/é(r) dz (2.12)
0

der Welle im Vergleich zur Propagation im Vakuum. Variiert Ay senkrecht zur Ausbreitungs-
richtung, beispielsweise entlang der x-Achse, so erfihrt die Wellenfront eine Brechung um den
Winkel a. Letzterer ergibt sich zu (Hahn, 2014)
10y
=L oe
Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 2.1 veranschaulicht und erklart. Vergleicht man die
phidnomenologische Beschreibung der Phasengeschwindigkeit in Materie durch den Brechungs-
index mit der zu Anfang dieses Abschnitts skizzierten Argumentation, dass sich diese aus der
Phasenlage von Streubeitrigen ergibt, so kann ¢(r) mittels

) - e
aus der Verteilung der Elektronendichte p, bestimmt werden (Als-Nielsen & McMorrow, 2001).
Dabei bezeichnet rg den sogenannten klassischen Elektronenradius.

tan(a) (2.13)

(2.14)
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4A_<,9“(3;2) ~ Ap(zy )\

3 6(r,E)
z
Abbildung 2.1: Veranschaulichung von Phasenschub und Brechung. Die Differenz aus dem

Phasenschub der oberen Welle bei © = x9 zu dem der unteren bei © = x1 bestimmt den
Brechungswinkel . Im Limes xo — x1 — 0 folgt daraus Gleichung 2.13.

2.2 Rontgenbildgebung

Uber die in Abschnitt 2.1 diskutierten Wechselwirkungsprozesse zwischen Materie und Rént-
genstrahlung ist es moglich, Informationen iiber die innere Struktur von Objekten zu ge-
winnen. Abbildung 2.2 skizziert einen fiir die Rontgenbildgebung typische Messanordnung.
Dabei bestrahlt eine Quelle S ein Objekt O, welches zunéchst nur durch die Verteilung seines
Absorptionskoeffizienten p charakterisiert sei. Diese bestimmt geméfl Gleichung 2.11 die expo-
nentielle Abschwiichung der Rontgenstrahlung bei Durchgang durch das Objekt. Mittels eines
Rontgendetektors D kann die Intensitdt der Strahlung hinter dem Objekt vermessen werden. Da-
bei werden Anderungen in x- bzw. y-Richtung, die entsprechende Ortsaufldsung vorausgesetzt,
detektiert. Aus Gleichung 2.11 kann dann, nach der Bestimmung von Iy(x,y) = |¥o(x,y)|* aus
einer sogenannten Referenzmessung ohne Objekt, die Transmission

I(z,y) [ / ]
T(x,y) = =exp |— r)dz 2.15
(x,y) Ty ~ P p(r) (2.15)
berechnet werden.

Bei der Bildgebung mit polychromatischen Strahlungsquellen, wie zum Beispiel den in der
medizinischen Bildgebung iiblichen Rontgenrchren, gilt es zu beachten, dass der Absorptionsko-
effizient energieabhéngig ist. Die vom Detektor gemessene Intensitéit ergibt sich dann aus dem

10
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung eines Aufbaus zur Riontgenbildgebung

Integral {iber alle spektralen Komponenten, gewichtet mit der Antwortfunktion des Detektors.
Dabei muss zwischen integrierenden und photonenzéhlenden Detektoren unterschieden werden,
siehe dazu auch Ritter (2015).

Im Gegensatz zur Absorption ist es nicht moéglich, den durch das Objekt verursachten Phasen-
schub direkt zu messen. Das Snelliussche Brechungsgesetz liefert einen guten Schétzwert fiir die
GroBenordnung der auftretenden Brechungswinkel (Hahn, 2014). In Kleinwinkelndherung gilt

o 1-0;
— ) 1
oy 1—6; (2.16)

Dabei bezeichnet der Index i die einfallende und der Index r die gebrochene Welle. Der
Brechungswinkel « ergibt sich aus der Differenz von Ausfalls- und Einfallswinkel. Unter der
Annahme einer Propagation ins Vakuum, das heifit §, = 0, folgt

a=qa; —a; = —00;. (2.17)

Fiir Réntgenstrahlung liegt 6 im Bereich von 107° in Festkérpern bis 1078 in Gasen (Als-
Nielsen & McMorrow, 2001). Damit ergeben sich Brechungswinkel von der Groflenordnung
prad, das heifit im Bereich von wenigen Bogensekunden. Brechungseffekte sind mit dem in
diesem Abschnitt diskutierten Aufbau fiir die Absorptionsbildgebung damit nicht sichtbar.

11
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2.3 Gitterbasierte Rontgenbildgebung

Die Bildgebung iiber den Phasenschub verspricht fiir viele Materialien, so zum Beispiel fiir
biologisches Weichgewebe, eine im Vergleich zur reinen Absorptionsbildgebung deutlich hohere
Sensitivitéit und damit einen besseren Kontrast. Ursache hierfiir ist ein Verhéltnis aus lokalem
Phasenschub k¢ und Absorptionskoeffizienten z in der GréSenordnung von 10® (Momose et al.,
1996). In Abschnitt 2.2 hat sich gezeigt, dass die bei Rontgenstrahlen auftretenden Brechungs-
winkel zu klein sind, als dass sie direkt gemessen werden kénnen. In den letzten Jahrzehnten
wurden verschiedenste Methoden entwickelt, die den Phasenschub in eine Veréinderung der
Intensitét iiberfiihren und damit sichtbar machen. Die meisten dieser Verfahren sind interferome-
trisch (Bonse & Hart, 1965; Momose & Fukuda, 1995) oder propagationsbasiert (Wilkins et al.,
1996). Die fiir diese Arbeit relevante gitterbasierte Rontgenbildgebung ist den erstgenannten
Methoden zuzuordnen.

In diesem Abschnitt soll zunéchst mit dem Talbot-Effekt auf die theoretische Grundlage der
gitterbasierten Rontgenbildgebung eingegangen werden. Anschlielend wird ercrtert, wie sich der
konventionelle Messaufbau aus Abschnitt 2.2 damit auf die Phasenkontrastbildgebung erweitern
lasst, gefolgt von einer Beschreibung des Messablaufs und der einzelnen Bildmodalitéiten.

2.3.1 Talbot-Effekt

Die gitterbasierte Rontgenbildgebung basiert auf dem nach seinem Entdecker William Henry
Fox Talbot (1836) benannten Talbot-Effekt. Dieser beschreibt die unter kohérenter Beleuchtung
auftretende Selbstabbildung absorbierender und senkrecht zur Beleuchtungsrichtung periodi-
scher Strukturen in bestimmten, diskreten Abstinden. Mittels der Fresnelpropagation — siehe
Gleichung 3.29 in Abschnitt 3.2 — kann gezeigt werden, dass sich diese Distanzen zu ganzzahligen
Vielfachen des sogenannten Talbot-Abstands

_ 2g°
D)

ergeben (Paganin, 2006). Dabei bezeichnet g die Periodizitit der Struktur und A die Wellenlénge
der verwendeten Strahlung.

7 (2.18)

Daneben tritt der Talbot-Effekt auch fiir nicht absorbierende periodische Strukturen auf, welche
lediglich die Phase der einfallenden elektromagnetischen Wellen modulieren. Suleski (1997)
stellt Untersuchungen fiir eine Vielzahl solcher Félle bereit. Beschrinkt man sich beziiglich der
periodischen Strukturen auf Gitter mit einem Tastverhéltnis von 1/2 bei einem aufgepréigten
Phasenschub von m bzw. /2, so gilt fiir die Abstéinde der auftretenden Selbstabbildungen

1 mrg?

N Vmr ungerade . (2.19)

ZT =

Da sich diese Abstédnde aus Gleichung 2.18 durch die Multiplikation mit einem gemeinen Bruch
ergeben, werden sie auch als fraktionale Talbot-Abstéinde der Ordnung mt bezeichnet. Der
Parameter 7 ist gegeben durch

1 firAp=7
= e (2.20)
2 firAp=mn

12
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I/1,

X 8\ 2\ A A
Talbot-Abstand

Abbildung 2.3: Numerische Berechnung der Intensitdt hinter einer periodischen Struktur.
Die Auftragung erfolgt fiir ein reines Absorptionsgitter (oben), sowie fiir ein Phasengitter mit
Phasenschub m (Mitte) bzw. w/2 (unten) jeweils iber zwei Perioden und gegen die Propagati-
onsdistanz.

und beriicksichtigt die Art des Gitters.

Abbildung 2.3 zeigt die numerisch berechnete Intensitétsverteilung hinter einem absorbierenden
und zwei phasenschiebenden Gittern. Die einfallende Welle propagiert dabei von links nach
rechts und hat eine Intensitét von Iy. Sie wurde jeweils iiber zwei Perioden des jeweiligen Gitters
berechnet. Fiir das Absorptionsgitter ergibt sich die erste Selbstabbildung nach Propagation
um den vollen Talbot-Abstand gem#fl Gleichung 2.18. Daneben kommt es zu einer weiteren
transversal verschobenen Abbildung beim halben Talbot-Abstand. Diese ist in der graphischen
Darstellung durch die orangefarbene Linie markiert. Die griine bzw. violette Linie kennzeichnen
jeweils den fraktionalen Talbot-Abstand erster Ordnung der phasenschiebenden Gitter. Bei
einem Phasenschub von 7 kommt es dabei zu einer Frequenzverdopplung im Beugungsmuster.

13
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z Gl [(x) G2

Abbildung 2.4: Schematische Darstellung eines Talbot-Interferometers fiir die Rontgenbildge-
bung

2.3.2 Talbot(-Lau)-Interferometer

Uber die durch den Talbot-Effekt verursachten Intensitidtsmodulationen steht ein raumliches
Referenzmuster zur Verfiigung, gegeniiber dem der Phasenschub eines Messobjekts detektiert
werden kann. Der in Abschnitt 2.2 vorgestellte Aufbau der Absorptionsbildgebung wird dazu
durch die Verwendung von zwei Gittern zu einem sogenannten Talbot-Interferometer erweitert.
Das erste Gitter, im Folgenden als Beugungsgitter oder G1 bezeichnet, wird dabei direkt hinter
dem zu messenden Objekt platziert. Hier ist ein phasenschiebendes Gitter meist die bevorzugte
Wahl, da dadurch bei der Transmission zum einen kein nennenswerter Intensitétsverlust auftritt,
was eine Reduzierung der Dosisbelastung des abzubildenden Objekts erlaubt. Zum anderen
ist die erforderliche Propagationsdistanz nach dem Gitter deutlich kleiner und erlaubt somit
kompaktere Aufbauten. Ohne Messobjekt im Strahlengang generiert das Beugungsgitter die
durch den Talbot-Effekt beschriebenen Selbstabbildungen. Damit die (fraktionalen) Talbot-
Absténde dabei noch im Bereich praktikabler Gréflenordnungen liegen, hat G1 in der Regel
eine Periode von wenigen Mikrometern. Das Beugungsmuster weist eine Periodizitiat der
gleichen Groflenordnung auf und kann folglich nicht mit gewohnlichen Rontgendetektoren — mit
Pixelgrofen zwischen 10! und 102 pm — aufgelost werden. Zur Abtastung des Talbotmusters
wird deshalb ein zweites Gitter, im Folgenden Analysatorgitter bzw. G2 genannt, bei einem
(fraktionalen) Talbot-Abstand in den Strahlengang eingebracht. Es ist stark absorbierend und
von der Periodizitdt her dem Beugungsmuster angepasst. Eine schematische Darstellung eines
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solchen Talbot-Interferometers fiir die Rontgenbildgebung findet sich in Abbildung 2.4.

Die Abtastung des Talbotmusters erfolgt iiber die Phasestepping-Technik (Weitkamp et al.,
2005). Dabei wird das Analysatorgitter mehrfach um Bruchteile seiner Periode senkrecht zu
seinen Stegen und der Strahlrichtung verschoben. Mit der Aufnahme eines Bildes nach jedem
Schritt wird damit fiir jeden Detektorpixel eine periodische Intensitéitskurve, die sogenannte
Phasesteppingkurve, erzeugt. Deren Form ergibt sich aus der Faltung der Transmissionsfunktion
von G2 mit der Intensitétsverteilung des Talbotmusters. Im idealen Fall einer rechtecksférmigen
Intensitdtsmodulation ergibt sich daraus ein Dreieckssignal. In der Realitdt wird diese Drei-
ecksmodulation sowohl aufgrund der endlichen Grofie der Rontgenquelle, als auch durch die
Verwendung polychromatischer Strahlung sowie wegen Imperfektionen der Gitter verschmiert.
Die resultierende Phasesteppingkurve entspricht dann einer Sinusschwingung.

Das Auftreten und die Auspriagung des Talbot-Effekts stellen bestimmte Anforderungen an
die rdumliche Ausdehnung und die spektrale Bandbreite der verwendeten Rontgenquelle.
Simulationen zu dem Einfluss dieser beiden Parameter finden sich bei Ritter (2015). Das
obig skizzierte Talbot-Interferometer eignet sich damit nur fiir bestimmte Quellen, wie zum
Beispiel Mikrofokus-Rontgenrohren, siehe Schuster (2016), oder fiir Synchrotronstrahlung. Der
Einsatz eines dritten, sogenannten Quellgitters ermdglicht die Verwendung von konventionellen
Rontgenrohren, wie sie in der medizinischen Absorptionsbildgebung iiblich sind (Pfeiffer et al.,
2006). Jede Offnung, dieses hiufig auch als GO bezeichneten Gitters, stellt eine fiir sich genommen
kohérente Strahlungsquelle dar, welche folglich zu einer Selbstabbildung des Beugungsgitters
fithrt (Patorski, 1983). Die einzelnen Talbotmuster iiberlagern sich ihrerseits inkohérent. Aus
dem Strahlensatz folgt die Bedingung

9o _ L (2.21)

92 2T
an die Periode gy des Quellgitters, welche zu einem maximalen Kontrast der Uberlagerungen
fithrt. Dabei bezeichnet go die Periode von G2 und [ den Abstand zwischen Quell- und
Beugungsgitter. Zusammenfassend kommt es dadurch zu einer Selbstabbildung von G1 durch
GO. Dieser Effekt ist nach seinem Entdecker Ernst Lau (1948) benannt. Den entsprechenden
Aufbau mit Quellgitter bezeichnet man deshalb als Talbot-Lau-Interferometer.

2.3.3 Bildmodalititen

Zur Bildgebung in der gitterbasierten Rontgenbildgebung erfolgt die Abtastung des Beugungs-
musters jeweils mit und ohne Messobjekt im Strahlengang. Wie oben beschrieben, liefern damit
beide Messungen — im Folgenden werden sie als Objekt- bzw. Referenzmessung bezeichnet — eine
Phasesteppingkurve fiir jeden Detektorpixel. Mit der Beschreibung durch eine Sinusfunktion
ergibt sich folgende Parametrisierung;:

I(zs) = A-sin(2rz, + @)+ 1. (2.22)

Dabei gibt x die Translation des Analysatorgitters in Einheiten der Gitterperiode an. Die
fiir die Bildgebung relevanten Parameter sind die Amplitude A, die Phase ® und die mittlere
Intensitéit I der Phasesteppingkurve. Sie kénnen durch einen Least-Squares-Fit, iiber eine
diskrete Fouriertransformation oder mittels Entfaltung aus den Messdaten bestimmt werden
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(Weber, 2013). Durch einen Vergleich der Parameter aus Objekt- und Referenzmessung kann
jeweils ein projektives Bild des Objekts rekonstruiert werden. Im weiteren Verlauf dieses
Abschnitts soll auf die einzelnen Bildmodalitdten eingegangen werden. Die Parameter der
Referenzmessung werden dabei mit dem Subskript 0 indexiert.

Absorption

Analog zu Gleichung 2.15 kann in jedem Pixel iiber

1
T= i (2.23)
aus den mittleren Intensitdten der beiden Phasesteppingkurven die Transmission fiir das
Messobjekt bestimmt werden. Das Lambert-Beersche Schwichungsgesetz erlaubt das Auflésen
nach dem projizierten Absorptionskoeffizienten. Die dadurch gewonnnene Bildinformation

entspricht derjenigen aus der reinen Absorptionsbildgebung (vgl. Abschnitt 2.2).

Differentieller Phasenschub

Der Phasenschub durch das Messobjekt liefert eine neue Bildinformation. Er fithrt zu einer
Brechung der einfallenden Wellenfront und damit zu einer lateralen Verschiebung des Talbot-
musters. Diese kann durch die Differenz der Phasenwerte der beiden Phasesteppingkurven

A = — P (2.24)
charaktersisiert werden. Gleichzeitig ldsst sich die absolute Verschiebung via
t = tan(a) - 2z (2.25)

iiber den Brechungswinkel o ausdriicken (Ritter, 2015). Uber die Gitterperiode von G2 lassen
sich die beiden Ausdriicke in Verbindung bringen. Mit Gleichung 2.13 und Gleichung 2.12 folgt

dann ) ) 5
™ 2T
AP = —— .-t = . /5rdz>. 2.26

92 g2 <8x (x) ( )

Die im Bild dargestellte Grofle ist damit proportional zum differentiellen Phasenschub. Dabei
gilt es zum einen zu beachten, dass Gleichung 2.26 auf der Annahme fuflt, dass sich das
Wellenfeld hinter dem Messobjekt iiber die Griéfe eines Pixels durch eine ebene Welle mit einem

bestimmten Brechungswinkel approximieren lidsst. Zum anderen steht fiir die Phasendifferenz
nur das Intervall [—7, 7] zur Verfiigung. Entsprechende Werte des differentiellen Phasenschubs,
welche zu einem Verlassen dieses Intervalls fiithren sollten, werden wieder in ebendieses abgebildet.
Diese Phénomen bezeichnet man als Phase Wrapping. Eine eindeutige Bestimmung von d¢/dx
ist damit nicht moglich.

Dunkelfeld

FEine weitere Bildmodalitét der gitterbasierten Rontgenbildgebung ist das sogenannte Dunkel-
feldbild (Pfeiffer et al., 2008). Es ist verkniipft mit der Visibilitét

Imax - Imin A
V- _ 4 2.27
Imax + Imin I ( )
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des Talbot-Lau-Interferometers, welche den Kontrast des Talbotmusters angibt. Kommt es zu
einem Verlust der Kohérenz des Strahlungsfeldes, so nimmt die Visibilitét ab. Das Dunkelfeldbild
erhélt man aus der Division der Visibilitdten aus Objekt- und Referenzmessung, das heif3t

Vv

D=—.
o

(2.28)
Es ist damit sensitiv auf Verluste der Visibilitét die durch das Messobjekt verursacht werden. Im
Gegensatz zum Absorptions- und zum differentiellen Phasenbild existiert fiir das Dunkelfeldbild
im Moment jedoch kein analytisches Modell, welches Entstehung und Informationsgehalt basie-
rend auf physikalischen Prozessen beschreibt. Im Folgenden sei daher auf einige Eigenschaften
des Dunkelfeldbildes qualitativ eingegangen.

Ein Talbot-Interferometer ist auf eine bestimmte Photonenenergie, die sogenannte Design-
Energie, ausgelegt. Fiir Rontgenquanten anderer Energie ergibt sich zum einen ein anderer
Talbot-Abstand und zum anderen ein vom gewiinschten Phasenschub des G1 abweichender
Wert. Das Zusammenspiel dieser beiden Effekte fithrt zu einer komplexen Energieabhéingigkeit
der Visibilitdt. Da Absorptionskoeffizient und Phasenschub energieabhiingig sind, hat dies Kon-
seqeuenzen fiir die Bildgebung mit polychromatischen Strahlungsquellen. Zum einen verschiebt
ein stark absorbierendes Objekt den spektralen Schwerpunkt des verwendeten Strahlungsfeldes
hin zu hoheren Energie und damit weg von der Design-Energie des Interferometers. Diesen
Effekt, infolgedessen die Visibilitdt abnimmt, bezeichnet man als Strahlaufhértung. Zum an-
deren ergeben sich unterschiedliche Brechungswinkel fiir die einzelnen monochromatischen
Komponenten der Réntgenstrahlung. Die transversale Verschiebung der Interferenzstreifen im
Talbotmuster variiert folglich mit der Energie, wodurch der Kontrast der Uberlagerung aller
spektralen Anteile abnimmt. Das Dunkelfeldbild ist {iber diese Effekte mit den anderen beiden
Bildmodalitéten korreliert. Simulationen hierzu finden sich bei Ritter (2015).

Des Weiteren kommt es zu einem Visibilitdtsverlust, wenn die Wellenfront lokal, iiber die
Grofle eines Pixels gesehen, stark deformiert ist. Damit folgt eine Sensitivitat auf granulére
Strukturen, wie zum Beispiel Mikrokalzifikationen in der Mammographie (Michel et al., 2013;
Ritter et al., 2014a), auch fiir Abmessungen unterhalb der eigentlichen Auflésungsgrenze.
Bech et al. (2010) beschreiben das Dunkelfeldbild durch einen linearen Diffusionskoeffizienten.
Es ergbit sich dann mit

D =exp [_ / e(r) dz} (2.29)

die gleiche funktionale Form wie fiir die Transmission aus dem Lambert-Beerschen Schwéchungs-
gesetz. Yashiro et al. (2010) kommen unter der Annahme, dass sich die Phasenfluktuationen der
deformierten Wellenfront durch einen Gauflschen Zufallsprozess beschreiben lassen, ebenfalls auf
eine exponentielle Dickenabhéingigkeit. In Messungen und Simulationen von Gédel (2011) zeigen
sich jedoch insbesondere fiir grofle Dicken Abweichungen von diesem funktionalen Verlauf.

2.4 Computertomographie

Das Ziel der Computertomographie (CT) ist es, wie bereits in Kapitel 1 angesprochen, die
Verteilung einer physikalischen Grofie aus projektiven Messungen zu bestimmen. In der kon-
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ventionellen Rontgen-CT beispielsweise gilt es, die dreidimensionale Verteilung des Absorp-
tionskoeffizienten aus mehreren zweidimensionalen, unter verschiedenen Projektionswinkeln
aufgenommenen Rontgenbildern der transmittierten Intensitdt zu ermitteln. In diesem Ab-
schnitt soll die wohl meist verwendete tomographische Rekonstruktionstechnik, die sogenannte
gefilterte Riickprojektion (FBP fiir filtered back projection), beschrieben und diskutiert werden.
Dazu wird zunéchst mit der Radontransformation die mathematische Grundlage zur Charakte-
risierung des Messvorgangs einer CT eingefithrt und mit dem Fourier-Slice-Theorem die Basis
aller auf Fouriermethoden beruhenden Rekonstruktionsverfahren hergeleitet. Der Abschnitt
schlieBt mit einer kurzen Einfiihrung in algebraische und statistische Rekonstruktionsmethoden.

2.4.1 Radontransformation
Aus mathematischer Sicht versucht die Computertomographie, eine Punktfunktion
f:R?=R (2.30)

aus der zugehorigen Geradenfunktion

falg) = / f(r) dr (2.31)

reg

zu rekonstruieren. Dabei gilt ¢ € G, mit G der Menge aller Geraden des R?. Gleichung
2.31 definiert — als Abbildung f — fq aufgefasst — die sogenannte Radontransformation
(Radon, 1917). Durch die Radontransformation wird die Funktion f entlang aller Geraden
g € G integriert. Sie projiziert damit f fiir jede einzelne Gerade g auf eine entsprechende
Orthogonale und eignet sich mit Blick auf die Réntgenbildgebung, insbesondere die CT, folglich
zur Beschreibung des dortigen Messvorgangs (Deans, 2007).

Soll die Radontransformation einer Punktfunktion f konkret berechnet werden, so ist in der
Praxis eine geeignete Parametrisierung der in Gleichung 2.31 abstrakt dargestellten Geraden g
zu wahlen. Wihrend die modernen CT-Scanner auf dem Fécher- bzw. Kegelstrahlverfahren
basieren, liefert das sogenannte Translations-Rotations-Prinzip der ersten Geritetypen die
dafiir geeignetere Basis. Dabei wird die Rontgenstrahlung zu einem Nadelstrahl kollimiert
und die Strahlungsquelle wird nach jedem Rotationsschritt zur Abtastung des Messobjekts
transversal zu ebendiesem verschoben (Kalender, 2000). Eine graphische Gegeniiberstellung
beider Messverfahren findet sich in Abbildung 2.5. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass
sich die Bildrekonstruktion bei vorliegender Fécherstrahlgeometrie durch sogenanntes Rebinning
auf den Fall der Parallelstrahlgeometrie zuriickfithren lisst. Die Begriindung hierfiir liefert die
Tatsache, dass jede Geradenfunktion aus einer einzelnen Projektion in Facherstrahlgeometrie
einem jeweils unterschiedlichen Projektionswinkel in Parallelstrahlgeometrie zugeordnet werden
kann. In der Sprache der Mathematik gesprochen stellen die beiden Messverfahren also lediglich
unterschiedliche Partitionen der Menge G aller Geraden dar (Buzug, 2008). Ferner ist in der
gitterbasierten Phasenkontrastbildgebung das Verhéltnis aus der Grofle des Gesichtsfeldes
und der Distanz zwischen Detektor und Rontgenquelle so klein, der Einfluss der Divergenz
des Rontgenstrahls damit so gering ausgepréigt, dass Parallelstrahlen eine meist akzeptable
Néherung liefern (Zhihua & Guang-Hong, 2008). Die folgenden Ausfithrungen beschriinken sich
daher auf den Fall der Parallelstrahlgeometrie.
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Abbildung 2.5: Gegeniiberstellung von Parallelstrahlgeometrie (links) und Fécherstrahlgeo-
metrie (rechts) (Buzug, 2008)

Wihrend die Punktfunktion f typischerweise in einem ortsfesten Koordinatensystem (x,y)
gegeben ist bzw. in einem solchen bestimmt werden soll, eignet sich ein rotierendes Koordi-
natensystem (&,7) deutlich besser zur Parametrisierung der Geraden g. Letztere ist durch
den Rotationswinkel v und den Abstand zum Koordinatenursprung & vollstéindig charakteri-
siert. Die Koordinatenachse 1 entspricht dann der Ausbreitungsrichtung des Rontgenstrahls.
Abbildung 2.6 veranschaulicht den Zusammenhang zwischen den beiden Koordinatensystemen.
Die Basisvektoren von (£,n) erhdlt man in (z,y) zu

ec = C(')S(V) (2.32)
sin(7)
und
—sin(y)
e, = . 2.33
0 cos() (2.33)

Mittels dieser Basisvektoren kénnen die Komponenten & und y durch & und 7 ausgedriickt
werden. Man erhilt

x = & cos(y) — nsin(y) (2.34)
bzw.

y = Esin(y) + ncos(vy) (2.35)

und die Radontransformierte aus Gleichung 2.31 ldsst sich schreiben als

+o00o
falg) = / f (§cos(ry) —msin(y), Esin(y) +neos(y)) dn = py(€) . (2.36)
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Abbildung 2.6: Zusammenhang zwischen ortsfestem und rotierendem Koordinatensystem
(Buzug, 2008)

Dargestellt werden die radontransformierten Daten iiblicherweise in einem kartesischen (&,~)-
Diagramm, welches, da jeder Objektpunkt, der nicht auf der Rotationsachse liegt, dort eine
Sinuskurve beschreibt, auch als Sinogramm bezeichnet wird.

2.4.2 Fourier-Slice-Theorem

Da die im vorherigen Abschnitt eingefiihrte Radontransformation den Messvorgang der Compu-
tertomographie modelliert, also Projektionswerte p (§) aus der Objektfunktion f(x,y) generiert,
gilt es in der CT-Rekonstruktion ebendiese Transformation zu invertieren. Eine Losung dieses
Problems ist das sogenannte Fourier-Slice-Theorem. Es besagt, dass die eindimensionale Fou-
riertransformation der Radontransformierten p.(£) von f(z,y) dem radialen Schnitt durch die
zweidimensionale Fouriertransformation von f(z,y) unter dem Winkel « entspricht. Schematisch
ist dieser Zusammenhang in Abbildung 2.7 veranschaulicht.

Fiir den Beweis des Fourier-Slice-Theroems (Bracewell, 1956) wird zuniichst die zweidimensio-
nale Fouriertransformation definiert als

+00 00
F (ux,uy) = / / f(z,y) exp [—27i (zux + yuy)] dedy. (2.37)

—00 —00

Unter Verwendung der Beziehungen zwischen dem ortsfestem und dem rotierendem Koor-
dinatensystem — siehe Gleichung 2.34 und 2.35 — lésst sich die Fouriertransformation der

20



2.4 Computertomographie

FT

Py(ug)

f(x,y) F(u,,uy)

Abbildung 2.7: Schematische Darstellung des Fourier-Slice- Theorems

Radontransformierten

—+00
P, (ug) = / Py (€) exp [~2ricug] dé
7_’0_000 +oo
- / / £ (€ cos(y) — nsin(y), €sin(y) + ncos(y)) d | exp [~2ricue] de
e | (2.38)
“+o00 +00

= / /f(x,y)exp[—27ri(mcos('y)u§+ysin(7)u§)] dz dy

—00 —O0

=F (uX7 uy)|uX:u5 cos(7)
Uy =ug sin(y)
nach der Koordinatentransformation in das ortsfeste System mit Gleichung 2.37 in Verbindung
bringen. Der Ausdruck in der letzten Zeile von Gleichung 2.38 beschreibt einen radialen Schnitt
durch Gleichung 2.37 unter dem Winkel v und beweist damit das Fourier-Slice-Theorem.
Im Prinzip konnte die urspriingliche Objektfunktion f(z,y) somit — die exakte Kenntnis der
Radontransformierten vorausgesetzt — mittels einer zweidimensionalen inversen Fouriertransfor-
mation bestimmt werden. In der Praxis ist p,(£) jedoch nur fiir endlich viele Abtastpunkte
bekannt. Bezogen auf das Koordinatensystem (x,y) liegen diese auf radialen Schnitten durch
den Ursprung. Im Fourierraum ist folglich F'(ux, uy) ebenfalls nur entlang analoger radialer
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Schnitte gegeben. Zur Bestimmung von f(z,y) auf rechtwinklig angeordneten Stiitzstellen,
muss die zugehorige Fouriertransformierte F'(uy, uy) mittels Interpolationsverfahren auf einem
entsprechenden kartesischen Gitter definiert werden. Da durch die radiale Struktur der Mess-
werte die Dichte der Abtastpunkte im Fourierraum zu héheren Raumfrequenzen hin abnimmt,
fithren Interpolationsmethoden dort aber zu gréfieren Fehlern (Buzug, 2008). Das im folgenden
Abschnitt diskutierte Rekonstruktionsverfahren umgeht dieses Problem.

2.4.3 Gefilterte Riickprojektion

Die gefilterte Riickprojektion ist die wohl meist verwendete Rekonstruktionstechnik in der
Computertomographie (Buzug, 2008). Sie zeichnet sich durch eine einfache Implementierung
und einen moderaten Bedarf an Rechenleistung aus. Mathematisch kann das Verfahren direkt
aus dem Fourier-Slice-Theorem abgeleitet werden. Durch eine Koordinatentransformation in
der inversen Fouriertransformation

“+00 +00

f(z,y) = / / F (ux,uy) exp [2mi (zux + yuy)] duy duy
g (2:39)
— [ [ Fugcosty). uesin(s)) fuel exp [2ricue] due
0 —oo

:PW(UE)

von kartesischen Koordinaten in ein Polarkoordinatensystem, kann der Integrand iiber das
Fourier-Slice-Theorem durch die fouriertransformierte Radontransformation von f ausgedriickt
werden. Das innere Integral definiert die Filterung der Radontransformierten im Frequenzraum

“+o0o
hy(§) = / P, (ug) |ug| exp [2milue| duge (2.40)
mit dem Rampen-Filter
Weamp(u) = |ul . (2.41)

Ohne den Filterterm wiirde Gleichung 2.40 der Radontranformierten p,(§) und damit den
Projektionen von f entsprechen. Folglich bezeichnet man h, (&) auch als gefilterte Projektion.
Der Rampen-Filter sorgt dabei fiir eine stéirkere Gewichtung der hohen Ortsfrequenzen und
kompensiert dadurch die unterschiedliche Dichte an Abtastpunkten im Frequenzraum.

Mit den gefilterten Projektionen lésst sich das duflere Integral aus Gleichung 2.39 schreiben als

faw) = [ m(©d. (2.42)
0

In diesem Schritt werden die gefilterten Projektionen auf das Volumen des gemessenen Objekts
zuriickprojiziert, wodurch die Objektfunktion aus der Radontransformierten zuriickgewonnen
werden kann. Da in der Praxis die Projektionen nur fiir diskrete Werte von v und ¢ bekannt
sind und zugleich die Objektfunktion nur auf einem Gitter — das heifit fiir diskrete (x,y)-
Koordinaten — bestimmt wird, wird zum einen das Integral aus Gleichung 2.42 durch eine
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Summe ersetzt. Zum anderen erfordert die Riickprojektion aufgrund der unterschiedlichen
verwendeten Koordinatensysteme stets eine Form der Interpolation. Dazu berechnet man fiir
jeden Projektionswinkel die £-Koordinate der gewiinschten Gitterstellen £(z,y) und interpoliert
den Wert der gefilterten Projektion fiir diesen Punkt aus den vorhandenen Abtastpunkten. Fiir
die in dieser Arbeit mittels gefilterter Riickprojektion rekonstruierten Volumen wurde dazu
linear in & interpoliert.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts soll auf die tomographische Rekonstruktion der drei
verfiigharen Bildmodalitéten der gitterbasierten Rontgenbildgebung (sieche Abschnitt 2.3.3)
eingegangen werden.

Absorption

Fiir den Fall der Absorptionsbildgebung definiert man den negativen Logarithmus der Trans-
mission als Radontransformierte. Mit Gleichung 2.15 gilt dann

po(€) = —In(T) = / () dy. (2.43)

Die zu rekonstruierende Punktfunktion ist damit der Absorptionskoeffizient . Man erhélt seine
Verteilung iiber Gleichung 2.42 mit

+o0
m(© = [ FTI- W) luelexp 2micue] due. (2.44)

Dabei ist FT. . .] eine symbolische Notation fiir die Fouriertransformation, wie sie beispielsweise
explizit in Gleichung 2.38 definiert ist.

Differentieller Phasenkontrast

Die dem differentiellen Phasenschub zugehotrige Punktfunktion ist das Dekrement 6 des Bre-
chungsindex. Aufgrund der differentiellen Natur der dazu gemessenen Projektionen kénnen
diese nicht direkt der gefilterten Riickprojektion iibergeben werden. Vielmehr muss die Radon-
transformierte

po(E) = / 5(r) dn (2.45)

von ¢ iiber Gleichung 2.26 bestimmt werden. Mit der Eigenschaft

FT [gi(m)} = 2miux FT [f(x)] (2.46)
der Fouriertransformation folgt
FT |32 00]

Fiir Geichung 2.40 zur Berechnung der gefilterten Projektion fiihrt dies zur Verwendung des
Hilbert-Filters

i
Whitbert (1) = ~or sgn(u) (2.48)
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anstelle des Rampen-Filters (Faris & Byer, 1988). Alternativ konnen die differentiellen Pro-
jektionen zunéchst aufintegriert — in der Praxis geschieht dies durch eine kumulative Summe
iiber ¢ — und dann mittels Rampen-Filter in der Riickprojektion rekonstruiert werden. Dabei
muss eine Verschiebung der Abtastpunkte in & um eine halbe Pixelbreite beriicksichtigt werden
(Raupach & Flohr, 2011).

Dunkelfeld

Die gefilterte Riickprojektion fiir das Dunkelfeldbild verlduft, gegeben seine Beschreibung
durch den Koeffizienten € iiber Gleichung 2.29, komplett analog zur Rekonstruktion des
Absorptionskoeffizienten. In den entsprechenden Gleichungen — 2.43 und 2.44 — sind lediglich die
Ersetzungen T'— D und p — € durchzufithren. Neben den in Abschnitt 2.3.3 angesprochenen,
mit einer exponentiellen Dickenabhéngigkeit nicht vereinbaren Ergebnissen, gilt es hierbei
zusétzlich zu beachten, dass das Dunkelfeldsignal im Allgemeinen richtungsabhéngig ist, also
eher durch eine vektorielle Grole modelliert werden sollte, anstatt durch ein Skalar (Bayer
et al., 2014). Isotrope Beschreibungen wie iiber Gleichung 2.29 sind folglich inkonsistent.

2.4.4 lterative Rekonstruktionsmethoden

Waéhrend sie in den Anfangen der CT-Bildgebung zum Einsatz kamen, wurden iterative
Rekonsturktionsverfahren aufgrund ihres hohen Rechenaufwands und den damit verbundenen
langen Rechenzeiten meist schnell zugunsten von analytischen Methoden wie der gefilterten
Riickprojektion aufgegeben. Auf der anderen Seite ermdglichen sie eine bessere Modellierung
der grundlegenden physikalischen Prozesse und versprechen dadurch eine Vermeidung von
Bildartefakten sowie eine Reduzierung des Bildrauschens bzw. der Dosis. Auflerdem eignen sie
sich besser fiir unvollstdndige Datensétze oder irregulires Sampling wihrend der Messung. In
den letzten Jahren sind sie deshalb mit der breiten Verfiigbarkeit an Rechenleistung wieder
vermehrt in Erscheinung getreten (Beister et al., 2012).

Man unterscheidet zwischen algebraischen und statistischen Methoden. Erstere modellieren
den Bildgebungsprozess durch ein lineares Gleichungssystem

p=A-f. (2.49)

Dabei ist f eine diskrete Repréasentation der zu rekonstruierenden Punktfunktion f beziiglich
einer bestimmten Klasse an Bildbasisfunktionen — eine formale Definition hierzu findet sich mit
Gleichung 3.6 in Abschnitt 3.1.1 — und p bezeichnet die gemessenen Projektionen von f, das
heifit die diskretisierte Radontransformierte. Die Systemmatrix A beinhaltet die Information,
wie stark welche Basisfunktion zu welchem Linienintegral beitrigt. Im Allgemeinen ist die
Systemmatrix sehr grof}, fiir moderne CT-Scanner von der GréBenordnung 10 x 10° (Buzug,
2008). Das betrachtete Gleichungssystem ist damit tiberbestimmt. Eine exakte Losung fir f
existiert folglich nur unter idealisierten Bedingungen. Eine direkte Invertierung des Gleichungs-
systems 2.49, selbst mittels einer Pseudoinversen, ist fiir gewohnlich nicht praktikabel (Buzug,
2008). Eine Moglichkeit, das Gleichungssystem iterativ zu lsen, bietet die Methode nach Stefan

24
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Kaczmarz (1937). Deren Iterationsformel

£l — g(k) 4 pT“Qf(k)a miti=1+k mod M (2.50)
a;

projiziert den k-ten Schitzwert f(*) auf den Losungsraum der i-ten Gleichung. Mit a; wird
dabei die i-te der M Zeilen von A bezeichnet.
Statistische Methoden bieten einen dazu deutlich unterschiedlichen Ansatz der Bildrekonstrukti-
on. Dabei wird die Bildgebung durch einen stochastischen Prozess modelliert und die gesuchten
Bildkoeffizienten sind dessen Parameter. Die gemessenen Intensitéiten stellen eine Realisierung
des Zufallsprozesses dar. Seine Parameter werden dann derart geschétzt, dass sie die beobachtete
Stichprobe moglichst plausibel machen. Auf diese Weise konnen auch statistische Merkmale,
wie beispielsweise die Rauscheigenschaften der Messung, in der Rekonstruktion beriicksichtigt
werden.
Ein dafiir geeignetes parametrisches Schétzverfahren ist die sogenannte Maximum-Likelihood-
Methode (Fisher, 1922). Dabei seien n unabhéngige Realisierungen z1, ..., z, der Zufallsvaria-
blen Xj,..., X, vorhanden. Ferner seien deren Wahrscheinlichkeitsdichten py,(x) abhéngig
von einer bestimmten Anzahl an Parametern 6, das heifit sie entspringen einer Familie p(-|0)
von Funktionen. Die Werte 8* der Parameter seien nicht bekannt. Das Ziel der Maximum-
Likelihood-Methode ist dann die Bestimmung eines Schétzer 6 der die wahren Werte bestméglich
approximiert. Die gemeinsame Dichtefunktion aller Realisierungen lésst sich dazu schreiben als

P(z1,...,240) = [ [ px,(2:16) . (2.51)
=1

Betrachtet man diesen Ausdruck nun nicht als Funktion der x;, sondern umgekehrt als Funk-
tion von @ fiir feste Realisierungen z1,...,x, der Zufallsvariablen, so ergibt sich hieraus die
Likelihood-Funktion

n

L(B|z1,...,zn) = [ [ px; (2:]6). (2.52)
=1

Den Schiitzwert 6 erhilt man aus der Maximierung dieser Funktion. In der Praxis ist es oft
einfacher mit dem Logarithmus von £, der sogenannten Log-Likelihood-Funktion

1Blz1, ... xn) = L(O|21,... . 20) = > Inpx,(i]6), (2.53)
=1

zu arbeiten. Da der Logarithmus streng monoton steigend ist, bleibt das Maximum dabei
dasselbe, sofern es existiert. In diesem Fall ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schétzer dann
zu
0 = argmax (0|21, ..., z,). (2.54)
6

Wihrend 0 fiir einige Wahrscheinlichkeitsdichten analytisch berechnet werden kann, sind vor
allem fiir kompliziertere Modelle numerische Optimierungsmethoden erforderlich.
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3.1 Simultane iterative Rekonstruktionsmethode

Forschungsgegenstand dieser Arbeit ist die von Ritter et al. (2013) entwickelte simultane,
iterative Rekonstruktionsmethode (nachstehend abgekiirzt als SIR). Der Ansatz wurde derart
konzipiert, dass der Absorptionskoeffizient p, das Dekrement § des Brechungsindex und der
Diffusions- bzw. Streukoeffizient ¢ des Dunkelfeldes gleichzeitig auf Basis der gemessenen
Phasesteppingkurven rekonstruiert werden. Zum einen entfillt dadurch die Notwendigkeit, die
fiir die Bildgebung relevanten Parameter der Phasesteppingkurve zu extrahieren. Im Gegensatz
zu den dazu in Abschnitt 2.3.3 beschriebenen Methoden ermoglicht die SIR damit unter
Umsténden auch CT-Rekonstruktionen mit weniger als drei Abtastpositionen des Gitters G2
pro Projektion. Zum anderen kénnen mogliche Korrelationen unter den drei Bildinformationen
durch deren gleichzeitige Berechnung auf eine sehr natiirliche und geradlinige Art und Weise
beriicksichtigt werden. In diesem Abschnitt sollen die Grundlagen der SIR vorgestellt werden.
Mit der Likelihood-Funktion wird dafiir zunéchst die Zielfunktion der Methode eingefiihrt.
Eine zweite Passage behandelt deren numerische Optimierung.

3.1.1 Likelihood-Funktion

Zum Aufstellen der Likelihood-Funktion benttigt man eine Modellierung des Bildgebungs-
prozesses, das heifit eine Vorwértsrechnung. Diese verkniipft die Parameter 8 aus der Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion — hier sind das die Verteilungen pu(r), §(r) und e(r) — mit den
gemessenen Intensitdten der Phasesteppingkurven. Im Folgenden bezeichnet der Index 7 einen
Detektorpixel in einer Projektion und der Index s die Position des Analysatorgitters wiahrend
eines Phasesteps. Zu jedem Wert von ¢ und s existiert eine gemessene Intensitdt N; ;. Bei
gegebenen Verteilungen von u, 6 und € erlaubt die Vorwértsrechnung die Bestimmung des
jeweiligen Erwartungswertes NLS. Er berechnet sich zu

Ni,s = NIOTZ [1 + ‘/ZODZ COS (@25 + A‘I’z)] (31)

mit Ni0 der mittleren Intensitidt und V;O der Referenzvisibilitidt aus einer Messung ohne Probe.
Der Phasenwert @2 s errechnet sich iiber die Summe des Phasenwertes <I>? der Referenzkurve
und der relativen Phase &5 = 27z aus der Translation von G2, das heif3t

q)?,s = @? + 5. (3.2)

Die von den Objekteigenschaften abhéingigen Gréfien in Gleichung 3.1 sind die Transmission
T;, das Dunkelfeld D; und die differentielle Phase A®; in jedem Pixel. Sie kdnnen iiber die
Gleichungen 2.15, 2.29 und 2.26 berechnet werden. Die darin auftretenden Linienintegrale
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erstrecken sich von der Rontgenquelle bis zum betrachteten Pixel. Sei dieser Pfad durch die
Gerade g; gegeben, so ergibt sich zusammenfassend

T; = exp —/u(r)dr , (3.3)

D; = exp —/e(r)dr (3.4)

L reg;

sowie

D) y
AD; = % / d(r)dr. (3.5)

reg;

Im Ausdruck fiir die differentielle Phase wurde dabei der geometrische Vorfaktor 2mzr/gs aus
Gleichung 2.26 in & absorbiert. Er ist nur zu beriicksichtigen, wenn die absoluten Werte von 8
von Interesse sind.

Wie im Fall der gefilterten Riickprojektion, konnen die Objektfunktionen p, § und e auch hier
nur fiir eine Diskretisierung des R? bestimmt werden. Im Allgemeinen kann eine Objektfunktion
f durch eine gewichtete Summe von sogenannten Bildbasisfunktionen

Flr) =) fity(r) (3.6)
i

approximiert werden. Rekonstruiert werden dann die Koeffizienten f;. Mit der Wahl der ;
lassen sich die Linienintegrale in Gleichung 3.3 - 3.5 als Summen schreiben. Dabei erhélt man

/f(r)dm/ij¢j(r)dr_§j:fj/¢j(r)dr. (3.7)

reg; reg; J reg;
D
=M;,;

Uber die Koeffizienten M;; wird dabei ein sogenannter Vorwértsprojektor definiert. Sie geben
ganz allgemein an, wie stark die j-te Basisfunktion zum i-ten Messwert beitrigt. In der
urspriinglichen Implementierung der SIR wurde eine Diskretisierung mittels Voxel gewéhlt.
Das sind rechteckige Bildbasisfunktionen

5(r) = rect ( ;jf) rect (y ;f”) (3.8)

mit Mittelpunkt (z;,y;) und Breite d, /y- Die Rechtecksfunktion ist dabei derart definiert,
dass sie den Wert eins annimmt, falls das Argument betragsméifig kleiner oder gleich 1/2 ist,
und sonst null. Die Koeffizienten M;; werden mit der Methode nach Siddon (1985) berechnet.
Fine ausfiihrlichere Diskussion dieser und anderer Methoden zur Berechnung verschiedener
Vorwiértsprojektoren findet sich in Abschnitt 4.1 dieser Arbeit.
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3.1 Simultane iterative Rekonstruktionsmethode

Die diskretisierten Versionen von Gleichung 3.3 und 3.4 lauten

T, =exp | =Y Mip (3.9)
j

Di = €exp | — Z Mijej . (310)
J

In Gleichung 3.5 wird die Ableitung nach & mittels des Differenzenquotienten

1 ~ ~ -
A@iz%~ /5(r)dr— / 5(r)dr :zj:éMijaj (3.11)

regi+ reg;

approximiert. Dabei bezeichnen g;r /= Geraden von der Rontgenquelle zur rechten bzw. linken
Grenze des zum i-ten Messwert gehorenden Pixels und dgq dessen Breite. Diese Ndherung
definiert die Koeffizientenmatrix 6M;; fiir die differentielle Vorwértsprojektion.

Die Likelihood-Funktion fiir die Bildkoeffizienten ergibt sich aus Gleichung 2.52 zu

E(H767€|n) = HPNZ',S (ni,s|N’£,S(IJ‘76)E)) (312)

mit py;, (ni,s|Niys) der Wahrscheinlichkeit, bei einem Erwartungswert von N@S die Intensitét
N; s = n; s zu messen. Fiir den Fall eines photonenzihlenden Detektors folgen die gemessenen
Intensitéiten jeweils einer Poisson-Verteilung. Folglich gilt

N7V, s
DN, (ni,s|Ni7S) = 17’8' - exp [—Ni,s] . (3.13)
7,8°
Die Log-Likelihood-Funktion lautet dann
l(p,d,€en) = Z (nLS ‘InN; 5 — NLS — lnni,sl) (3.14)

1,8

wobei der letzte Term in jedem Summanden unabhéingig von den Bildkoeffizienten ist und
daher in der Maximierung keine Rolle spielt.

3.1.2 Optimierung

Zur Bestimmung des Maximum-Likelihood-Schéitzers fiir die Bildkoeffizienten muss Gleichung
3.14 maximiert werden. Zu diesem Zweck wird ein konjugiertes Gradientenverfahren (CG fiir
conjugate gradient) verwendet. Diese numerische Methode dhnelt dem normalen Gradientenver-
fahren, das auch als Verfahren des steilsten Abstiegs bekannt ist, und dient der numerischen
Losung von linearen Gleichungssystemen A -x = b im R”. Im Folgenden soll dieses Verfahren
motiviert und erldutert werden.
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Das Losen eines linearen Gleichungssystems ist dquivalent zur Bestimmung des Extremums
einer quadratischen Funktion

1 -
f(x)zixT-A-x—bT-x+c, (3.15)
da fiir deren Gradienten .
Vi) =5 (AT + A) x—b (3.16)
=A

gilt. Fiir den Fall, dass A symmetrisch und positiv definit ist, besitzt f ein globales Minimum
x* (Shewchuk, 1994).

Das Verfahren des steilsten Abstiegs startet zur Minimierung einer Funktion f an einem
beliebigen Punkt x(g). Von dort aus wird f(x) in Richtung des negativen Gradienten minimiert.
Das heiflt, in jedem Schritt ¢ ist eine Liniensuche

F(xG4)) = min f(xq) — aVf(xg)) (3.17)

durchzufithren. Nachfolgend von Bedeutung sind die Definitionen des Fehlers e(;) = x(;) — x7,
welcher angibt, wie weit man von der Losung entfernt ist, und des Residuums r(;) = —A-e(;) =
b—A-x(;). Letzteres stimmt mit der Richtung des steilsten Abstiegs tiberein. In der Liniensuche
minimiert o dann f wenn
d T
0= @f(x(i) +argy) = V(X)) T - (3.18)
gilt, das heifit, an dem Punkt, wo der Gradient von f senkrecht zum Residuum steht. Aus dieser

Bedingung kann die Schrittlinge o bestimmt werden (Shewchuk, 1994). Zusammenfassend wird
im Verfahren des steilsten Abstiegs wie folgt iteriert:

I‘(l) =b—-A- X(Z) 5 (319)
rt -rg
() " ()
Q) = m, (3.20)
X(i+1) = X(4) + QT () - (3.21)

Ein Nachteil des gewohnlichen Gradientenverfahrens ist, dass man sich héufig in der Situation
befindet, dass eine Liniensuche in die gleiche Richtung verlduft wie bereits in fritheren Iterationen.
Die CG-Methode umgeht dieses Problem. Hier verlduft in jede Richtung nur exakt ein Schritt.
Dazu wird f in eine andere Richtung d(; als in die durch das Residuum r(; vorgegebene
minimiert. Diese neuen Suchrichtungen sind paarweise konjugiert bzw. A-orthogonal, das heifit
es gilt

diy-A-dyy =0 Vi#j. (3.22)

Sie konnen mittels des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens aus den Residuuen
bestimmt werden (Shewchuk, 1994). Mit r(;y = —A - e(;) folgt, dass der Fehler e(;) stets im
Unterraum

D(;) = span {d ), d(it1); - -, d(no1) | (3.23)
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liegt. Das Verfahren terminiert damit nach maximal n Schritten.

Das CG-Verfahren kann jedoch nicht nur auf quadratische Formen, sondern zur Minimierung
beliebiger, stetiger Funktionen f angewendet werden. Die einzige Voraussetzung hierfiir ist die
Berechenbarkeit des Gradienten V f. In dieser sogenannten nichtlinearen Variante ergeben sich
einige Anderungen im Vergleich zum linearen Verfahren. So ist die Berechnung der Schrittlinge
« deutlich komplizierter. Zudem verliert der Begriff der konjugierten Suchrichtungen an Bezug
und Bedeutung, je mehr die Objektfunktion von einer quadratischen Funktion abweicht. Zur
Berechnung der konjugierten Richtungen existieren daher unterschiedliche Formeln (Shewchuk,
1994). Das in dieser Arbeit verwendete nichtlineare CG-Verfahren ist die Methode fmin_cg aus
der Bibliothek SciPy (Jones et al., 2001) fiir die Programmiersprache Python (Van Rossum &
Drake, 2011). Die konjugierten Suchrichtungen werden dabei mit der Methode nach Polak &
Ribiere (1969) berechnet. Die Struktur des gesamten Verfahrens ist in Pseudocode-Notation in
Algorithmus 3.1 dargestellt. Der Ausdruck in Zeile 12 fithrt quasi zu einem Neustart des CG-
Verfahrens, wenn die A-Orthogonalitidt der Suchrichtungen verloren geht, da fiir einen negativen
Wert von fpr die darauf folgende Suchrichtung wieder mit r iibereinstimmt. Des Weiteren ist
es fiir allgemeine Funktionen nicht immer méglich, die Nullstellen von V f(x)T - d effizient zu
berechnen. Daher wird zur Bestimmung der Schrittlinge eine inexakte Liniensuche verwendet,
welche « iterativ variiert, bis die starken Wolfe-Bedingungen (Nocedal & Wright, 2006) erfiillt
sind. Die Methode terminiert, falls die maximale Anzahl an Iterationen 4.,y erreicht ist oder
sobald die Norm des Gradienten den vorgegebenen Schwellenwert gy, unterschreitet.

Algorithmus 3.1 Reprisentation der Methode fmin_cg in Form eines Pseudocodes

1: 140 > Initialisierung der Schleifenvariable

2 X < X(0) > Ubergabe der Startwertes

3: v+ —Vf(x) > Berechnung des Gradienten

4: d<+r > Initialisierung der Suchrichtung

5: gnorm < max(|r|) > Maximumsnorm des Gradienten

6: while i < 12y and gnorm > ol dO

7 a < wolfe_line search(f, Vf,x,d) > Inexakte Liniensuche iiber die starken
Wolfe-Bedingungen

8: X ¢+ x+ad > Update des Losungsvektors

9: Ipey < —Vf(X)

10: A, < Tpey — T

11: Bpr <o ALt > Polak-Ribiere-Formel zur Berechnung der konjugierten
Suchrichtungen

12: B + max{0, fpr }

13: T < I'neu

14: d«r+p3d > Update der Suchrichtung

15: Gnorm — max(|r|)

16: 11+ 1

17: end while
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Zur Anwendung des CG-Verfahrens auf die im vorigen Abschnitt eingefiihrte Log-Likelihood-
Funktion muss deren Gradient bekannt sein. Fiir die Ableitung von Gleichung 3.14 gilt

0 Ni.s 0 -
%z => (N 1> : aTjN”S' (3.24)

5

Mit 6; € {u;,0;,¢;} unterscheidet sich der Gradient je nach Art des Bildkoeffizienten. Mit
Gleichung 3.1 und 3.9, 3.11 bzw. 3.10 folgt:

0 _
ale - ; (Niss = i) - Mij (3.25)
ai;l => <1 — 73 ) NPTV D;sin (97, + A®;) - 6M;; , (3.26)

i is 1,8

4,8

Da fmin_cg zur Minimierung von Funktionen konzipiert ist, wird die Methode entsprechend
auf die negative Log-Likelihood-Funktion angewendet. Verschiedene Untersuchungen zum
Konvergenzverhalten der hier vorgestellten numerischen Optimierung finden sich in Abschnitt
4.2 dieser Arbeit.

3.2 Simulationsumgebung cxi

Zur Untersuchung von Rekonstruktionsalgorithmen kénnen in der Rontgenbildgebung nu-
merische Simulationen verwendet werden. Zum einen ermoglichen sie die Erzeugung von
wirklichkeitsnahen Messdaten unter idealisierten Bedingungen. Zum anderen tragen sie zu
einem besseren Verstédndnis komplexer physikalischer Prozesse bei und ermdéglichen somit even-
tuell eine Verbesserung deren Modellierung. In dieser Arbeit wurde dazu die von André Ritter
entwickelte Simulationsumgebung cxi (Ritter et al., 2014b) verwendet. In diesem Abschnitt
werden die Grundlagen der Implementierung von czi und die Erzeugung von Rohdaten fiir die
Computertomographie skizziert.

Die Simulationsumgebung beruht auf der skalaren Beugungstheorie (Paganin, 2006) und
ermoglicht die Berechnung von Wellenfeldern in einem Talbot(-Lau)-Inteferometer. Die rech-
nerisch aufwendigen Operationen sind iiber die in C++ geschriebene Kernbibliothek libczi
implementiert. Um daneben eine komfortable Programmierschnittstelle zur Verfiigung zu stellen,
ist die Kernbibliothek in das Python-Erweiterungsmodul _czi exportiert, welches seinerseits
als Basis fiir das Python-Paket czi dient. Letzteres stellt Werkzeuge zur Verfiigung, die die
Benutzung der Funktionen der Kernbibliothek in den géngigen simulativen Untersuchungen
vereinfachen.

Wellenfelder werden innerhalb von cxzi stets nur {iber ihre spektralen Komponenten behandelt.
Diese werden als ein zweidimensionales Array aus komplexen Zahlen implementiert, was ihrer
Abtastung auf einer rechteckigen Fliche im dreidimensionalen Raum entspricht. Zur Berechnung
der Propagation eines somit diskretisierten Wellenfeldes kommt die sogenannte Operatortheorie
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der Bildgebung (OTI fiir operator theory of imaging) zum Einsatz. Dabei wird das betrachtete
bildgebende System in mehrere Untersysteme zerlegt. Jedes dieser Untersysteme hat eine
Eintritts- und eine Austrittsflache. Das Wellenfeld W, auf der Austrittsfliche berechnet sich
iiber

qjaus = O\I]ein (328)

aus demjenigen auf der Eintrittsfliche, mit O dem Operator des Teilsystems. Im gesamten
bildgebenden System dient die Ausgabe eines Untersystems dann als Eingabe fiir das jeweils
néchste in Propagationsrichtung.

Eine wichtige Operation fiir die Talbot(-Lau)-Interferometrie ist die Wellenausbreitung im freien
Raum. Fiir ein paraxiales Wellenfeld wird diese ndherungsweise durch die Fresnelpropagation
beschrieben. Der zugehérige Operator ist gegeben durch

DY) = explikA]FT Lexp [—ifk (k2 + kj)] FT, (3.29)
mit k, und k; den Komponenten des Wellenvektors in der Eintrittsfliche. Der Einfluss etwaiger
Objekte im Strahlengang, wie beispielsweise die Gitter oder das Messobjekt selbst, kann mittels
Projektionsnéiherung — siehe Gleichung 2.10 fiir die explizite Form des Operators — berechnet
werden. Zur Modellierung der Messobjekte steht eine Vielzahl an geometrischen Korpern
zur Verfiigung, darunter zum Beispiel Kugeln, Ellipsoide oder Polyeder. Diese konnen frei
miteinander kombiniert und verschachtelt werden. Jedem geometrischen Objekt muss dabei
ein Material zugewiesen werden. Die Simulationsumgebung hat Zugriff auf vorab berechnete
Tabellen, welche die jeweiligen Werte des zugehorigen komplexen Brechungsindex fiir bestimmte
Photonenenergien enthalten. Mittels Interpolation werden daraus die fiir die aktuelle Simulation
benotigten Werte bestimmt. Die in Gleichung 2.10 auftretenden Linienintegrale werden dann
mit Hilfe von Raytracing-Algorithmen berechnet.

Die durchgefiihrten Schritte zur Erzeugung von simulierten Rohdaten fiir die Computertomo-
graphie sind nachfolgend aufgefiihrt:

1. Initialisierung einer ebenen Welle ¥(z,y,2p) in der Ebene z = 2y iiber der Fliche
eines Detektorpixels. Dabei wird das Wellenfeld einen bestimmten Abstand dmargin iiber
die Pixelgrenzen hinaus betrachtet, um dort spéter giiltige Werte zu erhalten. Wenn
nicht explizit angegeben, wurde in der Simulation die y-Koordinate vernachléssigt. Dies
reduziert den Rechenaufwand und impliziert eine Homogenitdat des Aufbaus und des
Messobjekts in ebendiese Richtung.

2. Normalisierung des Wellenfeldes {iber die Pixelbreite bzw. -fliche.

3. Berechnung der Transmission durch das Messobjekt mittels Projektionsnédherung und
Riickgabe des Wellenfeldes in der G1-Ebene. Fiir die Simulation der Objektmessung wird
dem entsprechenden Operator das Messobjekt in Form eines vorab erstellten Dictionary
iibergeben.

4. Berechnung der Transmission durch das Beugungsgitter G1.

5. Freifeldpropagation durch Anwendung des Fresnel-Operators D,(ZI;) (siehe Gleichung 3.29)
bis zur Ebene z = 2go des Analysatorgitters G2.

6. Berechnung der Intensitiit I(x, zq2) = |U(x, 2q2)|>.
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7. Simulation des Einflusses von Roéntgenquelle und Quellgitter GO. Dies gelingt durch
die Faltung der Intensititsverteilung bei z = zgo mit der durch GO transmittierten
Quellverteilung. Letztere wird durch eine Gauflkurve mit Varianz ¢? modelliert.

8. Berechnung der Transmission durch das Analysatorgitter G2 und Integration der Intensitét
iiber die Pixelbreite bzw. -fliche. Ausgefiihrt fiir die verschiedenen Positionen von G2
liefert dies die Phasesteppingkurve.

9. Iteration der Schritte 1. bis 8. iiber alle Detektorpixel und Projektionswinkel.

In allen Simulationen wurden stets ideal absorbierende bzw. phasenschiebende Gitter mit einem
Tastverhéltnis von 1/2 verwendet.

Fiir die Simulation von polychromatischen Wellenfeldern muss das Spektrum der Réntgenquelle
diskretisiert werden. Die einzelnen spektralen Komponenten werden daraufhin separat und
wie oben beschrieben simuliert, die resultierenden Intensititen werden anschliefend mit der
entsprechenden spektralen Leistung gewichtet und aufsummiert.
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4 Untersuchungen und Ergebnisse

Dieses Kapitel beinhaltet die im Rahmen dieser Masterarbeit durchgefiihrten Untersuchungen.
Deren Ergebnisse werden vorgestellt und diskutiert.

In Abschnitt 4.1 werden verschiedene Moglichkeiten behandelt, die Koeffizientenmatrizen fiir
die Vorwiértsprojektion zu berechnen. Der Schwerpunkt liegt dabei auf deren Implementierung
in die bestehende Rekonstruktionsumgebung. Anschliefend wird in Abschnitt 4.2 die iterative
Rekonstruktion hinsichtlich des Konvergenzverhaltens und der Bildqualitdt untersucht. Dabei
werden die verschiedenen Projektoren verglichen. Abschnitt 4.3 behandelt die Erzeugung von
geeigneten Startwerten fiir die Rekonstruktion sowie den Einsatz von Regularisierungstechniken.
Abschliefend wird in Abschnitt 4.4 versucht, eine Beschreibung fiir das Dunkelfeld durch
Objektkanten zu finden und in die Rekonstruktionsumgebung zu integrieren.

4.1 Projektoren fiir die Rekonstruktion

Die Projektoren in der iterativen CT-Rekonstruktion geben an, wie stark eine Bildbasisfunktion,
das heifit ein Element des diskretisierten Schnittbildes, zu einem gemessenen Intensitédtswert
beitrégt. Es existiert eine Vielzahl an Moglichkeiten, diese Beitrdge abzuschétzen und zu
berechnen. Sie sind zunéichst mit der Wahl der Bildbasisfunktionen verkniipft. Die zwei in
dieser Arbeit betrachteten Varianten sind die bereits angesprochenen Voxel (siehe Gleichung
3.8) und sphérisch symmetrische Basisfunktionen in Form von sogenannten verallgemeinerten
Kaiser-Bessel-Fensterfunktionen. Letztere sind auch unter der Bezeichnung Blobs gelaufig und
wurden zuerst von Lewitt (1990) zur digitalen Bilddarstellung vorgeschlagen. Eine Klasse von
Projektoren sind die strahlbasierten (englisch ray-driven) Methoden. Sie verfolgen Strahlen
von der Rontgenquelle zum jeweiligen Detektorpixel. Der Beitrag einer Bildbasisfunktion er-
gibt sich in diesem Fall aus ihrem Linienintegral entlang des Strahls (vgl. Gleichung 3.7). In
der urspriinglichen Implementierung der SIR wird mit der Methode nach Siddon ein solcher
strahlbasierter Projektor verwendet. Im Verlauf dieser Arbeit wurde zudem eine strahlbasierte
Methode auf Basis von Blobs implementiert. Mit dem sogenannten distance-driven Projektor
nach De Man & Basu (2002) wurde daneben noch eine alternative Methode auf Voxelbasis hin-
zugefiigt. In diesem Abschnnitt werden die Grundlagen und die Umsetzung der drei Projektoren
behandelt.

An dieser Stelle sei erwédhnt, dass sich verschiedene Projektoren in ihrem Rechenaufwand
deutlich unterscheiden kénnen. Es wird zwar auf einige Punkte eingegangen, die es hinsichtlich
einer effizienten Implementierung zu beachten gilt, jedoch fillt ebendiese nicht in den Rahmen
dieser Arbeit. Das Hauptaugenmerk liegt vielmehr auf der Approximation der physikalischen
Grofen, wie zum Beispiel der Transmission, und der erzielten Bildqualitét. Fiir ausfiihrlichere
Diskussionen der jeweiligen Rechenzeit sei auf die referenzierten Quellen verwiesen. So werden in
dieser Arbeit die von null verschiedenen Eintrége der diinnbesetzten Koeffizientenmatrizen auch
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vorab berechnet und abgespeichert, obwohl dies fiir die Datenmengen heutiger CT-Scanner, vor
allem im Hinblick auf Anwendungen in der dreidimensionalen Bildgebung via Mehrschicht-CT,
nicht praktikabel ist (Long et al., 2010). Letztere erfordern eine dynamische Berechnung der
Projektoren in jeder Iteration. Der benstigte Rechenaufwand gewinnt also mit zunehmender
Anzahl der Iterationen an Bedeutung.

4.1.1 Methode nach Siddon

Die Methode nach Siddon erlaubt eine effiziente Berechnung der Linienintegrale durch ein
Gitter von Voxel. Da die Punktfunktion des Bildes {iber ein Voxel konstant ist, reduziert sich
die Berechnung auf die Bestimmung der Schnittléinge einer Geraden mit den rechteckigen
Bilbasisfunktionen. Das Linienintegral ergibt sich dann zu

Nx—1N,—-1

p= Z Z l(u,v)f(u,v) (4.1)

u=1 v=1

mit f dem Wert und [ der Schnittlinge eines Voxels. Gleichung 4.1 suggeriert, dass der
Rechenaufwand mit der Gesamtzahl der Voxel skaliert. Angenommen es sei Ny—1 = N,—1 =n,
so wire er bei der Bestimmung eines zweidimensionalen Schnittbildes proportional zu n?, in der
3D-Tomographie sogar zu n®. Durch die Beschreibung der Voxel iiber die Schnittpunkte von
untereinander jeweils abstandsgleichen Normalen beziiglich der Koordinatenachsen, skaliert der
Algorithmus von Siddon jedoch linear mit der Gréfle des CT-Arrays, das heifit mit n. Anstelle
der Schnittpunkte mit den Voxeln bestimmt man die Schnittpunkte der Geraden mit diesen
Linien bzw. Ebenen. Da letztere den gleichen Abstand zueinander haben, geniigt es, jeweils den
Schnittpunkt mit der ersten Linie bzw. Ebene zu berechnen. Die {ibrigen ergeben sich rekursiv.
Die folgende Beschreibung der einzelnen Schritte des Algorithmus folgt der Argumentation
von Siddon (1985) und beschrinkt sich auf den in dieser Arbeit betrachteten Fall der zweidi-
mensionalen Tomographie. Die Gerade, entlang derer das Linienintegral berechnet wird, wird
zunéichst folgendermaflen parametrisiert:

X X xro — X
@="|+a 77 | (4.2)
z 21 22 — 21

Dabei sind (1, 21) bzw. (x2, 22) die Koordinaten des Start- bzw. Endpunkts der Geraden. Ferner
ist zu beachten, dass im Vergleich zu Abschnitt 2.4 das Koordinatensystem zur Parametrisierung
des Schnittbildes verdandert wurde, sodass es dem aus der Simulation mit cxi entspricht. Die
darauf folgenden Schritte sind:
1. Berechnung der Parameterwerte auin und amayx bei Eintritt und Austritt der Geraden.
Im Falle eines CT-Array aus (Ny — 1) x (N, — 1) Voxel gilt fiir die parallelen Linien

X(u)=X1)+ (u—1)-dx. (4.3)

Dabei ist dy der jeweilige Abstand der Linien. Fiir die Normalen zur z-Achse ergibt sich
ein analoger Ausdruck. Uber
X(u) —x1

ax(u) = ———— (4.4)
xI9 I
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4.1 Projektoren fiir die Rekonstruktion

lassen sich dann die Parameter ayx(1) und ax(Ny) fiir den Schnittpunkt mit der ersten
bzw. letzten Linie bestimmen. Unter der Annahme, dass Start- und Endpunkt jeweils
auBlerhalb des CT-Arrays liegen, erhélt man daraus den Eintritts- und Austrittsparameter

zZu
amin = max{min{ax (1), ax(Nx)}, min{ay,(1), a,(N,)}}, (4.5)
Omax = min{max{ay (1), ax(Nx)}, max{a,(1), a,(N,)}} . (4.6)
. Bestimmung der Indizes {umin,---;Umax} und {Umin, ..., Vmax} der Linien, fiir deren

Schnittpunkte mit der Geraden der Parameter « im Intervall [aumin, dmax| liegt. Fiir
To > x1 gilt:

Umin = Nx — [X(Nyx) — amin * (z2 — 21) — 1] /dx , (4.7)
Umax = 1 + [T1 + amax - (x2 — 21) — X(1)] /dx .

Im Fall von z5 < z1 vertauschen sich die Rollen von iy und amax (analog fiir z).

. Berechnung der Parameter ay(u) fir u € {umin, - .-, Umax} (analog fiir z). Die Rekursi-
onsformel lautet: p
X = Ok -1 x . 4.9
axlu) = axlu 1) + — 2 (49)
Jedes Element der somit erstellten Menge {ax} = {ax(tmin); - - -, @x(Umax)} entspricht

einem Schnittpunkt der betrachteten Gerade mit einer der zur x-Achse orthogonalen
Linien (analog fiir z).
. Zusammenfiigen der Mengen {ax} und {a,} zu {a} und Anordnung aller Elemente in
aufsteigender Reihenfolge. Die Differenz aus je zwei benachbarten Elementen ist dann
proportional zur Schnittlinge mit einem bestimmten Voxel.
. Berechnung der Schnittléngen. Sei a(m) das m-te Element aus der Menge {a}. Mit di2
dem Abstand von Start- und Endpunkt folgt fiir die Distanz zwischen den Schnittpunkten
m und m + 1:

l(m) =dyz- (a(m+1) —a(m)). (4.10)

. Bestimmung der Voxelindizes u(m) und v(m) zu jeder Schnittlinge. Es gilt

a(m+ 1) + a(m)
2

u(m) =1+ [acl + Az — 1) — X(1)] /dx. (4.11)

Fiir v(m) ergibt sich ein analoger Ausdruck in z.
. Berechnung des Linienintegrals. Die Summe tiber alle Voxel aus Gleichung 4.1 wird dabei
durch eine Summe iiber die Schnittpunkte aus der Menge {a} ersetzt. Es ergibt sich

Hal-1
p= Y U(m)- f(u(m),v(m)) (4.12)

m=1

mit [(m) aus Gleichung 4.10 und den Indizes u(m) bzw. v(m) aus Gleichung 4.11 bzw.
deren Pendant in z.
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\
x C“max/\ Z(Ny)

(w2, 22)

z

Abbildung 4.1: Darstellung der wichtigsten Grofien der Methode nach Siddon. Die Paramter
Qmin UNd amax bei Fintritt und Austritt der Gerade sind eingezeichnet. Die Schnittpunkte mit
den Normalen zur x-Achse (ausgefillte Kreise) und zur z-Achse (offene Kreise) sind markiert.
Der Abstand von je zwei Schnittpunkten entspricht der Schnittlinge der Geraden mit einem

Vozel.

Die wichtigsten Groflen des Algorithmus sind in Abbildung 4.1 am Beispiel eines bestimmten
Linienintegrals dargestellt.

Fiir die Implementierung in die Rekonstruktionsumgebung wird die Projektionsgerade nicht
iiber Start- und Endpunkt festgelegt. Stattdessen werden der Projektionswinkel v und der
Zielpunkt & auf dem Detektor vorgegeben. Die Parametrisierung erfolgt direkt iiber die Linge
7. In dem verwendeten Koordinatensystem ergibt sie sich zu

x cos(7) sin(7y)
— S+ .n. 4.13
z — sin(vy) cos(7) K (4.13)

Auf Schritt 2 des Algorithmus wird verzichtet. Stattdessen enthalten die in Schritt 3 berechneten
Mengen {7y} und {n,} die Schnittpunkte mit allen, das CT-Array beschreibenden Linien. Die
Schnittpunkte werden in einer Klasse implementiert, die neben dem Wert des Parameters 7
zusitzlich den Index der jeweiligen Normalen speichert. Die Schritte 4 bis 6 werden simultan
ausgefiihrt. Dabei wird durch die beiden Mengen {ny} und {7,} von Schnittpunkten iteriert.
Ab Werten grofier gleich nyi, wird die Differenz [ aus dem aktuellen Schnittpunkt neyrrent und
demjenigen mit dem néchsthéheren Wert n,ex; berechnet und in die Koeffizientenmatrix M;;
eingetragen. Der Index i ergibt sich aus dem Projektionswinkel v und dem Zielpunkt &. Den
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4.1 Projektoren fiir die Rekonstruktion

Index j der Matrix erhélt man via
j=14+u—-1)+@w-1)-(N,—1). (4.14)

aus den Indizes v und v der jeweils letzten Schnittpunkte in x- bzw. z-Richtung vor npext.

4.1.2 Distance-driven Projektor

Eine alternative Mo6glichkeit, die Projektionen eines Gitters von Voxeln zu berechnen, bietet
der von De Man & Basu (2002) vorgeschlagene distance-driven Projektor. Dabei werden die
Beitrédge der Voxel zu einer Projektion nicht iiber ihre Linienintegrale abgeschétzt. Stattdessen
kann der Prozess der Projektion als eine Wandlung der Abtastung aufgefasst werden. Dazu
werden die Voxelgrenzen aus einer Zeile des Schnittbildes und die Pixelgrenzen des Detektors auf
eine Gerade projiziert. Die Distanz zwischen zwei benachbarten projizierten Grenzen entspricht
dem Uberlapp je eines Detektorpixels und eines Bildvoxels, welcher den Beitrag des jeweiligen
Voxels zum Messwert des jeweiligen Pixels definiert. Im Folgenden bezeichnet £ die Koordinate
entlang der betrachteten Detektorzeile, fi(f) bzw. 51(? die projizierte linke bzw. rechte Grenze

(p)

des zum i-ten Messwert gehdrenden Pixels — dessen Mittelpunkt wird mit & notiert — und bjp

bzw. bg.i) die projizierte linke bzw. rechte Grenze des Voxels mit Index j. Fiir die Projektion
der Punktfunktion f folgt (De Man & Basu, 2004)

pi=3 5 IEP €D N b (4.15)
J

=M;;

Dieser Ausdruck ersetzt Gleichung 3.7 der strahlbasierten Verfahren. Die Methode weist einen
sequenziellen Speicherzugriff auf, was schnelle Implementierungen erméglicht. Zudem vermeidet
sie Artefakte von voxel- bzw. strahlbasierten Projektoren (De Man & Basu, 2002).

Die folgenden Schritte fassen die Implementierung in der Rekonstruktionsumgebung zusammen
(vgl. Abbildung 4.2):

1. Projektion der Voxel- und Pixelgrenzen auf eine gemeinsame Gerade. Die Mittelpunkte
(2, 2;) der Voxel und &; der Detektorpixel werden dabei iibergeben. Aus den jeweiligen
Breiten d,/, und dg kann die Lage der Grenzen b, bzw. §,, bestimmt werden. Fiir
Projektionswinkel v € [—45°,45°] U [135°,225°] werden die Grenzen auf die z-Achse
projiziert. Mit Gleichung 4.13 folgt:

b = by — 2z tan(y), (4.16)
®  _ it/

Fiir Projektionswinkel auflerhalb der oben angegebenen Intervalle erfolgt die Projektion
auf die z-Achse. Hier gilt:

O = b — ;- tan(y), (4.18)
® St/
§iy)m = sn(y) (4.19)
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Abbildung 4.2: Prinzip des distance-driven Projektors. Die Grenzen der Vozel aus einer
Bildzeile und die Grenzen der Detektorpizel werden auf die x-Achse abgebildet. Der Uberlapp
zweter dadurch definierter Intervalle ist am Beispiel des j-ten Voxels und des Detektorpizels bei
& markiert und definiert den Eintrag M;; der Koeffizientenmatriz.

2. Berechnung des Uberlapps von Voxel und Detektorpixel. Dazu werden fiir alle Voxel
und alle Pixel des Detektors die z-Werte ihrer projizierten Grenzen bestimmt und diese
jeweils paarweise sortiert. Am Beispiel des Voxels j und des Detektorpixels bei &; gilt:

b%in ) b;f’lzlax = min <b§;)_)7 bﬁ)) ,max (bg-li), b;ﬁ_)) , (4.20)

Damit ergibt sich der Uberlapp — und folglich der Eintrag M;; der Koeffizientenmatrix —
zu

My = |1€®, 621N, bB|

= max (O7 min <b§~ﬁ])aaxy fi(i)lax> — max (bg'f)rznn? 5z(,II)r)nrl)) :

3. Tteration der Schritte 1. und 2. {iber alle Projektionswinkel v und Auffiillen der Koeffizi-
entenmatrix. Dabei werden lediglich die von null verschiedenen Eintrige zusammen mit

(4.22)

ihren Indizes gespeichert.
Fiir die differentielle Projektion des Phasenschubs wird die Koeffizientenmatrix, wie oben be-
schrieben, fiir virtuelle Pixel berechnet, deren Mittelpunkte sich an der Position der eigentlichen
Pixelgrenzen befinden. Die Differenz zweier solcher Matrizen gemif Gleichung 3.11 liefert 6 M;;.
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Abbildung 4.3: Radialer Verlauf der Blobs fir m = 0 (links), m = 1 (Mitte) und m = 2

(rechts). Die Anderungen in Stetigkeit und Differenzierbarkeit fir verschiedene Werte von m
sind klar erkennbar, ebenso die fiir grifiere Werte von o abnehmende Breite der Glockenkurven.

4.1.3 Projektoren auf Basis von Blobs

Die von Lewitt (1990) zur digitalen Bilddarstellung vorgeschlagene Klasse an Basisfunktionen,
ermoglicht es, auf die numerische Approximation der Ableitung in Gleichung 3.5 via Gleichung
3.11 zu verzichten. Daher wurde die Verwendung von Blobs von Kohler et al. (2011) zu
einer direkten und von Heuristiken freien Berechnung des differentiellen Phasenschubs in der
iterativen tomographischen Rekonstruktion von & vorgeschlagen.

Definition

Blobs sind eine Verallgemeinerung der Kaiser-Bessel-Fensterfunktion. Sie sind durch

(1=(r/a)2)™* I, (a.,/1—(r/a)2) —_
bin.a.al(r) = T(a) wr=a (4.23)
0 firr >a

gegeben (Lewitt, 1990). Dabei bezeichnet I,,, die modifizierte Bessel-Funktion m-ter Ordnung.
Blobs besitzen einen meist glockenférmigen radialen Verlauf. Der Radius des Trégers dieser
Bildbasisfunktionen ist a. Blobs haben damit stets riumlich begrenzte Ausmafie. Uber den
Parameter o kann die Form der Glockenkurve beeinflusst werden. Der Parameter m kontrolliert
die Stetigkeit der Funktion bei r = a. Wahrend fiir m = 0 — dieser Fall entspricht dem
gewthnlichen Kaiser-Bessel-Fenster (Lewitt, 1992) — der Blob bei r = a nicht stetig ist, erhélt
man fiir m > 0 eine stetige Funktion mit m — 1 stetigen Ableitungen an der Grenze (Lewitt,
1990). Abbildung 4.3 zeigt den radialen Verlauf der Blobs fiir m = 0,1,2 und a = 0, 2, 5, 10.

Eigenschaften der Blobs

Die iiber Gleichung 4.23 definierte Familie von Funktionen besitzt einige Figenschaften, die im
Hinblick auf die Bilddarstellung von Vorteil sind (Lewitt, 1990).

Zunéchst sind sie, wie bereits erwdahnt, rdumlich begrenzt, das heifit ihr Tréger hat endliche
Ausmafe. Diese Eigenschaft garantiert, dass die Objektfunktion f iiber Gleichung 3.6 und
ihre Radontransformation iiber Gleichung 3.7 mit angemessenem Rechenaufwand berechnet
werden konnen. Hinsichtlich der Vorwirtsprojektion wihrend der CT-Rekonstruktion ist zu
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beachten, dass die Anzahl an Detektorpixel, zu der eine Bildfunktion beitrégt, mit deren Radius
a zunimmt. Verglichen mit einer Darstellung auf Basis von Voxeln sind Blobs im Allgemeinen
weniger stark begrenzt. Die Koeffizientenmatrix M;; folglich weniger diinnbesetzt.

Zuséatzlich weisen Blobs eine Rotationssymmetrie auf. Die Projektion einer dieser Bildbasis-
funktion ist also nicht vom Projektionswinkel abhingig, sondern lediglich vom Abstand ihres
Mittelpunktes zu der Geraden, entlang derer das jeweilige Linienintegral berechnet wird.

Die Radontransformation von by, 4 o (), das heiit die Projektion eines Blobs, kann analytisch
berechnet werden, ebenso die Ableitungen der Projektion, wenn sie denn existieren. Fiir die
differentielle Phasenkontrastbildgebung hat dies den Vorteil, dass die Ableitung aufgrund ihrer
Linearitdt anstatt fiir die gesamte Projektion des Phasenschubs nun fiir jede Basisfunktion
separat bestimmt werden kann (Kohler et al., 2011). Analytische Ausdriicke existieren ebenfalls
fiir die Fouriertransformation der Blobs. Die entsprechenden Formeln werden im weiteren
Verlauf dieses Abschnitts aufgefiihrt.

Die Funktionen by, q o(r) konnen derart gewéhlt werden, dass sie stetig und beliebig oft stetig
differenzierbar sind. Gilt dies fiir die einzelnen Basisfunktionen eines Bildes, so auch fiir
dessen gesamte Approximation {iber Gleichung 3.6. Damit ist die diskretisierte Darstellung der
Objektfunktion f(r) mittels Blobs an jedem Punkt r stetig und differenzierbar, was konsistenter
mit der Struktur natiirlicher Materialien ist als eine Darstellung iiber Voxel, welche stets scharfe
Kanten enthélt, die in rechten Winkeln zueinander stehen (Lewitt, 1992).

Daneben wére es vorteilhaft, wenn die Bildbasisfunktionen bandbegrenzt sind. Zum einen
entsprechen die tatséchlich gemessenen Werte nicht den mit den strahlbasierten Projekto-
ren berechneten Linienintegralen, sondern der Faltung der transmittierten Intensitat mit der
Apertur des Messinstruments. Diese Faltung fiihrt zu einer Bandbegrenzung der Messdaten,
welche sich mit derjenigen der Basisfunktion decken sollte (Lewitt, 1990). Zum anderen haben
iterative Rekonstruktionsalgorithmen in der tomographischen Bildgebung die Eigenschaft,
Rauschen zu verstidrken. Eine beschrinkte Bandbreite der Bildbasisfunktionen kann diese
Rauschempfindlichkeit reduzieren (Lewitt, 1990). In Untersuchungen von Matej & Lewitt
(1996) wiesen Rekonstruktionsverfahren mit Blobs einen geringeren Rauschpegel bei gleichem
Auflosungsvermogen auf als mit Voxeln. Des Weiteren fithrt die Bandbegrenzung der Basis-
funktionen zu einer Bandbegrenzung der Radontransformierten, womit letztere zumindest
prinzipiell ohne Aliasing abgetastet werden kann (Lewitt, 1990). Die Tréger einer Funktion
und ihrer Fouriertransformierten kénnen nicht gleichzeitig ein endliches Mafl haben (Benedicks,
1985). Das Produkt aus Tréger und Bandbreite ist fiir Gaufische Glockenkurven minimal,
jedoch miissten sie in praktischen Anwendungen an den Réndern abgeschnitten werden, was zu
Rekonstruktionsfehlern fithren kann(Matej & Lewitt, 1996). Die iiber Gleichung 4.23 definier-
ten Basisfunktionen sind effektiv bandbegrenzt, das heiflt ihre Fouriertransformierten haben
oberhalb einer bestimmten Grenzfrequenz eine vernachlissigbare Amplitude (Lewitt, 1990).

(Differentielle) Projektion eines Blobs

Im Folgenden soll auf die Herleitung der oben angesprochenen analytischen Ausdriicke fiir
die Projektion eines Blobs und deren Ableitung entlang der &-Achse eingegangen werden. Die
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Projektion entlang der Geraden g; ergibt sich zu

Ja —=?
Praa(s) = / b (r) dr = 2 / bmaa (V52 +77) d (4.24)
reg; 0
mit s der Differenz aus den &-Koordinaten von der Geraden g; und dem Mittelpunkt des proji-
zierten Blobs. Nach der Substitution n = v/a? — s2 cos(¢) und der Ersetzung der modifizierten
Bessel-Funktion (Gradshteyn & Ryzhik, 2007)
I (2) = (—=1)" T (i2) (4.25)
durch die normale Bessel-Funktion m-ter Ordnung J,,, erhélt man mit
w/2
2&(—l)m m+1 < m+1 . .
Pma,al(s) = 17()\/ 1—s2/a? sin™" (@) I, (1oz\/ 1—s2/a? Sln(qb)) do  (4.26)
m(a
0

ein Integral in der Form von Sonine’s erstem Integral (Lewitt, 1990). Letzteres driickt jede
Bessel-Funktion mittels
w/2

:mmo/Jm(zsin(¢))Sinm“((ﬁ)cos?”“(@ d¢ (4.27)

n+1
Jm+n+1(z)

durch das Integral iiber eine Bessel-Funktion niedriger Ordnung aus (Watson, 1944). Fiir das
Integral in Gleichung 4.26 gilt n = —1/2 und damit (Lewitt, 1990)

Pm.aals) = %@\/Qﬂ/a\/l — 32/a2m+1/21m+1/2 (om/ 1— 32/a2) . (4.28)

Fiir den Spezialfall « = 0 erhilt man (Lewitt, 1992)
DPm.a,a=0(s) = 2a [2"m!/(2m + 1)1 (1 — 52/a2)m+1/2 . (4.29)

In Abbildung 4.4 sind beispielhaft die Projektionen der Blobs aus Abbildung 4.3 dargestellt.
Im Fall von Gleichung 4.29 ergibt sich die differentielle Projektion zu
0 = 4
%(5) = — 22 [2™ml/(2m + DN (m + 1/2)(1 — s2/a?)™=1/2, (4.30)
S a
Fiir den allgemeineren Fall o # 0 ldsst sich dp/0s tiber die Identitdt (Gradshteyn & Ryzhik,
2007)

d
&ZinIn(Z) =z n¥1(2) (4.31)

bestimmen. Mit z = a\/1 — s2/a? erhiilt man 9z/9s = —a?s/(a?z) und

OPm.a.a a p— TR
83 (8) - Im Oé) 27(/(}% (am+l/21m+1/2<z)

a Zm+1/2 o2 (4'32)

= Tu(a) V2 i o2
= —%@\/Qwa\/l - 52/a2m71/2Im_1/2 (a\/ 1-— 52/(12) .
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Abbildung 4.4: Projektionen der Blobs. Die Parameter sind entsprechend Abbildung 4.3
gewdhlt.
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Abbildung 4.5: Differentielle Projektionen der Blobs aus Abbildung 4.3. Im Fall m = 0
divergiert die Ableitung bei s = *a.

Abbildung 4.5 zeigt die mit den obigen Formeln berechneten differentiellen Projektionen der
Blobs aus Abbildung 4.3.

Verwendung in der Rekonstruktionsumgebung

Die Berechnung der Koeffizientenmatrizen M;; und dM;; erfolgt bei der Wahl des blobbasierten
Projektors iiber die folgenden Schritte:

1. Projektion der Blobmittelpunkte auf die Detektorebene. Die Mittelpunkte (x;, z;) befinden
sich auf einem rechteckigen Gitter. Die Anzahl der Blobs sowie ihr Abstand d/, in x- bzw.
z-Richtung kann vorgegeben werden, ebenso die Parameter m, a und «. Die Projektion
des j-ten Blobs hat ihren Mittelpunkt bei

¢ = 1 cos(y) — z;sin(y). (4.33)
2. Paarweise Berechnung der Abstédnde der projizierten Mittelpunkte von den Zentren der

Detektorpixel. Fiir den j-ten Blob und den Pixel bei §; ergibt sich die Distanz s;; = &; —{ﬁp).

Die Eintrige in die Koeffizientenmatrix erhélt man daraus iiber Gleichung 4.28 bzw. 4.29

und Gleichung 4.32 bzw. 4.30 zu

Mij = pm,a,a(sij) s (4'34)
apm,a,a
5Mij = T(SU) . (4.35)

44



4.1 Projektoren fiir die Rekonstruktion

3. ITteration der Schritte 1. und 2. {iber alle Projektionswinkel v und Auffiillen der Koeffizi-
entenmatrizen. Dabei werden lediglich die von null verschiedenen Eintréige zusammen
mit ihren Indizes gespeichert.

Das rekonstruierte Schnittbild kann abschliefend auf einem rechteckigen Gitter abgetastet wer-
den, um graphisch ausgegeben zu werden oder um es besser mit voxelbasierten Rekonstruktionen
vergleichen zu kénnen.

Die Rekonstruktion via Blobs bietet ferner die Moglichkeit, den Messvorgang préziser zu
modellieren als iiber die Berechnung eines Linienintegrals von der Rontgenquelle zum jeweiligen
Pixel des Detektors. Dazu kann die Projektion eines Blobs iiber den Pixel integriert werden.
Dies entspricht einer Abtastung der Faltung von py, 4. mit der Apertur des Messgerits. Fiir
Gleichung 4.29 ldsst sich das Integral unter Zuhilfenahme der binomische Reihe

(1—a%)" = i <Z> (—2?)" (4.36)

k=0

berechnen. Man erhalt mit

/(1—:[;2)”(13;: OOO (Z) /(—x2)kdx
)

:m'i;l)k y(y—l)...(y—k+1)(x2)k (4.37)

=z 2F(1/2,—v;3/2;27)

einen Ausdruck, der die hypergeometrische Funktion (Gradshteyn & Ryzhik, 2007) o F; bein-
haltet. Dabei bezeichnet (q), das sogenannte steigende Pochhammer-Symbol

(@)n=4qlg+1)---(g+n—1). (4.38)

Mit Gleichung 4.37 folgt fiir das Integral von Gleichung 4.29
/pm,ao(s) ds = 2as [2™m!/(2m + D) o F1(1/2, —m — 1/2;3/2; 5% /a?) . (4.39)

Fiir o # 0 konnte kein analytischer Ausdruck fiir das Integral der Projektion gefunden werden.
Hier biete es sich an, die Stammfunktion von py, 4 o numerisch fiir eine Vielzahl von Werten zu
bestimmen und diese in Form einer Lookup-Tabelle abzuspeichern. Auf diese Weise kénnten
auch andere Beitrige zur Punktbildfunktion des Messsystems, wie beispielsweise die endliche
Ausdehnung der Rontgenquelle beriicksichtigt werden.
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Abbildung 4.6: Fouriertransformation der Blobs aus Abbildung 4.3. Zur besseren Visua-
lisierung st das Quadrat der Fouriertransformierten jeweils logarithmisch aufgetragen. Die
Intensitit der Nebenkeulen nimmt mit grofierem o deutlich ab.

Auswahl der Blobparameter

Den Blobs steht ein grofier Parameterraum zur Verfiigung. Ahnlich zu einer voxelbasierten
Rekonstruktion gilt es zunéchst, die Anzahl an Bildbasisfunktionen und deren Absténde
festzulegen. Diese beiden Groflen sind iiber die Groéfle des Sichtfeldes miteinander korreliert,
sodass letztlich nur eine frei festgelegt werden kann. Mit a, m und « stehen den Blobs
daneben drei weitere Parameter zur Verfiigung. Es erscheint sehr aufwendig, aus diesen
Wahlmoglichkeiten die optimale Konfiguration fiir eine bestimmte Rekonstruktion zu finden.
Matej & Lewitt (1996) schréinkten den Parameterraum durch die Forderung, dass die Wahl der
Basisfunktionen in der Lage sein sollte, einen konstanten Bildbereich darzustellen, weiter ein.
Uber die Poissonsche Summenformel zeigten sie, dass diese Forderung équivalent zum identischen
Verschwinden der Fouriertransformierten By, 4o (u,) bei allen ganzzahligen Vielfachen der
Gitterfrequenz 1/A ist. Folglich sollte

Blur =k/A) =0 VkeZ\ {0} (4.40)

gelten. Dabei wird angenommen, dass die Blobs auf einem quadratischen Gitter angeordnet
sind, das heifit es gilt dy = d, = A.

Eine allgemeine Formel fiir die Fouriertransformation von by, 4. () erhilt man iiber Sonine’s
zweites Integral (Watson, 1944) zu (Lewitt, 1990)

n/2, n. m Ly 2+m a2_(2ﬂ—aur)2 H
(2m)™/2anam Iny ( n/2+m) fiir 2mau, < o

I () _
B o) = i (4.41)
(2m)"/2a"a™ n/2+m< (@rmas:) a) fir 2rau; > «
Im(a) (27raur)2_a2n/2+m T

mit n der Dimension eines Blobs. Beispielhaft sind die Fouriertransformierten der Blobs aus
Abbildung 4.3 in Abbildung 4.6 dargestellt.

Wihrend Voxel die Bedingung aus Gleichung 4.40 exakt erfiillen, ist dies fiir Blobs nicht m&glich
(Matej & Lewitt, 1996). Stattdessen konnen a und o derart gewihlt werden, dass B,(ff, )ChOé (uy)
bei u, = 1/A eine Nullstelle besitzt. Ein hinreichend grofier Wert von « fithrt dann zu einem
ausreichend schnellen Abfall der Fouriertransformierten bei den néchsthéheren Vielfachen der
Gitterfrequenz (vgl. Abbildung 4.6). Aus Gleichung 4.41 ist ersichtlich, dass die Bessel-Funktion
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Abbildung 4.7: Reprdsentation eines Quadrats tiber Blobs. Im linken Bild ist Gleichung 4.42
erfullt und innerhalb des Quadrats ergibt sich ein konstanter Wert. Im rechten Bild wurde ein
leicht diberhohter Wert fiir a gewdhlt, wodurch es zu Oszillation im Bild kommt.

Jnj24m an den Nullstellen von BT(Z )a@(ur) verschwinden muss. Gibt man den Radius a des
Blobs vor, so bestimmt sich o zu

o=/ (21a/A)? — Jyero(n/2 +m,1)2 (4.42)

mit Jyero(J, k) der k-ten Nullstelle der Bessel-Funktion j-ter Ordnung. SciPy stellt Methoden
zur Verfiigung, diese Nullstellen zu berechnen.

Zur Veranschaulichung wurde ein Quadrat geméafl Gleichung 3.6 auf einem Gitter aus 64 x 64
Blobs reprisentiert und iiber ein deutlich feineres Gitter von 512 x 512 Punkten abgetastet.
Abbildung 4.7 zeigt, dass bereits kleine Abweichungen von Gleichung 4.42 bei der Bildre-
prasentation via Blobs dazu fiihren kénnen, dass konstante Bildbereiche nicht korrekt dargestellt
werden.

Fiir die Rekonstruktion zweidimensionaler Schnittbilder gilt n = 2. Damit das rekonstruierte
Bild iiberall stetig und stetig differenzierbar ist, wird m > 2 gewé&hlt. Durch die Wahl von a
kann « iiber Gleichung 4.42 fixiert werden. Ferner ergibt sich aus der Gitterperiode A eine
Grengze fiir a, unterhalb derer Gleichung 4.42 nicht mehr losbar ist. Wihrend die Forderung
von Matej & Lewitt (1996) zwar keine eindeutige Bestimmung der Blobparameter ermdoglicht,
vereinfacht sie deren Auswahl dennoch erheblich. In der Praxis kénnen die verbliebenen freien
Parameter dann an den jeweiligen Datensatz angepasst werden.

4.2 Evaluation des Rekonstruktionsalgorithmus

Zwei entscheidende Merkmale zur Charakterisierung iterativer Rekonstruktionsverfahren sind
die erzielte Bildqualitdt und die Konvergenzgeschwindigkeit, mit der diese erreicht wird. In
diesem Abschnitt wird die SIR hinsichtlich dieser beiden Charakteristika evaluiert. Dazu werden
kiinstliche, mittels czi erzeugte Projektionsdaten, ein numerisches Phantom und ein Satz expe-
rimenteller Messdaten verwendet. Eine quantitative Beurteilung der Bildqualitét erfolgt {iber
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Messungen zum Kontrast-Rausch-Verhiltnis (CNR fiir contrast to noise ratio). Als Referenz
dienen dabei Rekonstruktionen mittels der gefilterten Riickprojektion. Die angesprochenen
Kriterien dienen ferner dem Vergleich der in Abschnitt 4.1 vorgestellten Projektoren. Zudem
wird die Moglichkeit der SIR, tomographische Rekonstruktionen bei nur einem Phasestep pro
Projektionswinkel durchzufiihren, explizit untersucht.

4.2.1 Simulierte Daten

Fiir die ersten Evaluationen des Rekonstruktionsalgorithmus wurden Projektionsdaten aus
einer Simulation mit czi herangezogen. Wie bereits in Abschnitt 3.2 angesprochen, ist es in
Simulationen moglich, realistische Daten unter idealisierten Bedingungen zu erzeugen. Die
SIR kann somit auf Daten angewendet werden, die einer Aufnahme in Parallelstrahlgeometrie
entsprechen und denen die Modellierung durch die vorgestellten Projektoren eher gerecht wird
als der Facherstrahlgeometrie eines experimentellen Aufbaus. Spektrale Effekte, die in der SIR
nicht beriicksichtigt werden, kénnen durch monochromatische Simulationen eliminiert werden.
Zusétzlich kann der Fehler der rekonstruierten Bildkoeffizienten durch einen Vergleich mit den
in der Simulation {ibergebenen Werten des komplexen Brechungsindex bestimmt werden.

Als Messobjekt wurde ein Zylinder aus Aluminium mit einem Durchmesser von 4,1 mm imple-
mentiert. Die Simulation war monochromatisch bei einer Rontgenenergie von 25 keV. Bei dieser
Energie betragen die iibergebenen Werte des Absorptionskoeffizienten bzw. des Dekrements
des Brechungsindex pa) = 4,9064 cm™! bzw. §a1 ~ 8,6561 - 10~7. Der simulierte Scan umfasste
eine volle Rotation um 360° mit Aufnahmen in 1°-Schritten und 15 Phasesteps bei jedem
Projektionswinkel. Es wurden 68 Detektorpixel mit einer Breite von jeweils 100 pm betrachtet.
Der Mittelpunkt des Detektors war dabei um ein Viertel der Pixelbreite gegeniiber der Rotati-
onsachse des Systems verschoben. Dieser sogenannte Detektorviertelversatz gewéhrleistet, dass
Projektionen auflerhalb eines Winkelbereichs von 180° nicht redundant sind und verdoppelt
somit die rdumliche Abtastrate (Buzug, 2008). Das Beugungsgitter G1 war m/2-schiebend und
hatte eine Periode von 5 um. Das Analysatorgitter und der Detektor befanden sich im ersten
fraktionalen Talbot-Abstand. Da die Einfliisse einer Rontgenquelle mit endlicher Ausdehnung
in der SIR noch nicht beriicksichtigt sind, wurde fiir die Standardabweichung der gauflférmigen
Quellverteilung mit ¢ = 5pm ein relativ kleiner Wert ausgewihlt, der in guter Nédherung
dennoch zu einer sinusférmigen Phasesteppingkurve fiihrt.

Als Startwert fiir die iterative Rekonstruktion wurde ein Volumen gewéhlt, in dem alle Bildko-
effizienten auf null gesetzt waren. Der vorgegebene Schwellenwert an die Norm des Gradienten
betrug gio1 = 1077. Die maximal mogliche Anzahl an Iterationen war imax = 3000. Fiir die
voxelbasierten Projektoren wurden die Verteilungen von p, § und € jeweils auf einem Gitter aus
68 x 68 Voxeln rekonstruiert. Die Breite der Voxel entsprach der Pixelbreite. In der Rekonstruk-
tion mit Blobs wurden diese auf einem groberen Gitter der Dimension 50 x 50 verteilt. Der
Abstand benachbarter Blobs in z- bzw. z-Richtung betrug das 1,36-fache der Pixelbreite dy.
Die weiteren Parameter wurden zu a = 2,04 -dgq, m = 2 und « = 6,937 gewihlt. Uber Gleichung
3.6 wurden die so rekonstruierten Schnittbilder dann ebenfalls auf einem quadratischen Gitter
aus 68 x 68 Punkten mit Abstand dq ausgewertet. Als Referenzrekonstruktion wurden die drei
Objektfunktionen y, § und € an diesen Punkten auch iiber die FBP bestimmt. Die resultierenden
Schnittbilder des Zylinders sind in Abbildung 4.8 zusammengefasst.
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Abbildung 4.8: Tomographische Rekonstruktion eines Zylinders. Die Schnittbilder zeigen
die Verteilung des Absorptionskoeffizienten u, des Dekrements § des Brechungsindexr und des
Streukoeffizienten € fiir das Dunkelfeld. In der ersten Spalte ist die Rekonstruktion mittels FBP
dargestellt. Die weiteren Spalten zeigen die Rekonstruktionen mit der SIR unter Verwendung
der Methode nach Siddon, des distance-driven Projektors sowie die Rekonstruktion via Blobs.

Die SIR erzielt dabei Ergebnisse, die durchaus vergleichbar mit denen der gefilterten Riick-
projektion sind. Den auffilligsten Unterschied im Signalverhalten zeigt das Absorptionsbild.
Die iterativ rekonstruierten Bilder liefern an den Kanten des Zylinders im Vergleich zu den
zentraleren Bereichen des Objekts merklich groflere Werte fiir p. Dies ist jedoch kein reines
Artefakt der SIR. Vielmehr ist das Phinomen, das zu diesen Ergebnissen fiihrt, bereits in den
einzelnen projektiven Aufnahmen vorhanden (vgl. Abbildung 4.9). Dahinter wird der aus dem
Bereich der Rontgenbildgebung mit kohédrenten Quellen bekannte Effekt der Kantenanhebung
(englisch edge enhancement) vermutet. Dabei fithren Beugungseffekte zu einer Anderung der
Intensitétsverteilung in Abhéngigkeit von deren Propagationsdistanz. Ist der Detektor um die
Distanz z von der Austrittsfliche des Messobjekts entfernt, so ldsst sich die Intensitétsverteilung
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Abbildung 4.9: Simulierte Werte fiir die Transmission. Die Position der Kanten des Zylinders
wird durch die gestrichelten Linien angedeutet. Leicht auflerhalb des Zylinder ist die gemessene
Intensitit im Vergleich zur Referenzmessung erhoht.

in der Detektorebene ndherungsweise iiber

Az 0?Ap
I(z,z) =I(x,z=0) - 1_§ 52

(z,y) (4.43)

aus der zweiten Ableitung des Phasenschubs Ay und der Intensititsverteilung I(x,z = 0)
direkt hinter dem Messobjekt bestimmen (Bronnikov, 2002). Im Vergleich zur gefilterten
Riickprojektion hat dieser Effekt in den iterative Rekonstruktionen einen deutlich gréfieren
Einfluss. Das Dunkelfeldbild des Zylinders weist nur an seinen Kanten ein Signal auf. Eine
genauere Diskussion, des durch Kanten erzeugten Dunkelfeldsignals, findet sich in Abschnitt
4.4. An dieser Stelle sei lediglich vermerkt, dass das Kantensignal bei der Methode nach
Siddon und beim distance-driven Projektor gegeniiber der Rekonstruktion mittels FBP oder
Blobs schirfer begrenzt ist. Dies deutet darauf hin, dass mit den ersten beiden Projektoren
hohere Auflésungen erzielt werden kénnen. Ein Grofiteil der rekonstruierten Schnittbilder zeigt
zudem Artefakte in und am Ubergang zu Bereichen, die nicht in jeder Projektion auf den
Detektor abgebildet werden. Fiir beide voxelbasierte Projektoren der SIR treten bei allen
Bildmodalitéten in den Ecken der Bilder Kachelartefakte auf. Die gefilterte Riickprojektion
fithrt nicht zu derartigen Strukturen, jedoch ergibt sich fiir die entsprechenden Bereiche sowohl
im p- als auch im 4-Bild ein erhohter Signalwert. Die Rekonstruktion auf Basis der Blobs
weist keine Artefakte in den Ecken der Bilder auf. Sie hat jedoch die gréfiten Probleme, das
Dunkelfeldbild ordentlich darzustellen, vermutlich aufgrund der im Vergleich zum scharfen
Signalbereich zu grofien Ausmafie der Bildbasisfunktionen.

Konvergenz

Waéhrend der iterativen Rekonstruktionen mit den Ergebnissen aus Abbildung 4.8 wurden
die Bildkoeffizienten zusétzlich nach jeder Iteration des konjugierten Gradientenverfahrens
abgespeichert. Dies ermoglicht die Betrachtung der Konvergenzrate des Algorithmus mit der
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verwendeten Zielfunktion aus Gleichung 3.14. Die Analyse anhand von simulierten Messungen
erlaubt zudem die Bestimmung der Fehler der rekonstruierten Koeffizienten. Aus den Parametern
pa; und da; der Simulation kann man die wahren Schnittbilder des Zylinders erhalten. Dazu
wurde das Objekt in der z-z-Ebene auf einem Gitter aus 6800 x 6800 Punkten mit der
Ortsfrequenz 1/pm abgetastet. Das Gesichtsfeld entspricht folglich mit 6,8 mm exakt dem der
Rekonstruktion. AnschlieBend wurden Bereiche von jeweils 100 x 100 Punkten gemittelt, um
den wahren Wert in jedem Voxel ndherungsweise zu bestimmen. Die wahren Schnittbilder
werden im Folgenden mit p* bzw. §* bezeichnet. Fiir die Verteilung von e kann kein solches
Vergleichsbild erstellt werden, da fiir das Dunkelfeld kein hinreichend akkurates Modell existiert,
das die vielfdltigen Entstehungsmechanismen beschreibt. Die Abweichungen der rekonstruierten
Verteilungen der Bildkoeffizienten von ihren wahren Werten werden durch die Wurzel des
normierten mittleren quadratischen Fehlers (NRMSE fiir normalized root-mean-square error)
charakterisiert. Sie ergibt sich zu

N * 2
1 f J— ) j
j=1 max min
Die Normalisierung durch f} .. — fr. gewahrleistet, dass der Ausdruck skalenunabhéngig ist.

Dies ermoglicht einen problemlosen Vergleich der Fehler unterschiedlicher Bildmodalitéten. Die
entsprechende Wurzel des Fehlerquadratmittels aus beiden Bildern ist durch

nrmseqoqa = /[ormse()? + nrmse(8)%]/2 (4.45)

gegeben.

Das Konvergenzverhalten der SIR fiir die drei Projektoren ist in Abbildung 4.10 dargestellt.
Die linke Spalte zeigt den Verlauf der negativen Log-Likelihood-Funktion normiert durch den
Wert lp = I(pnp = 0,0 = 0,e = 0). Ebenso wurde fiir die Bildkoeffizienten nach jeder Iteration
iiber Gleichung 4.44 der NRMSE fiir die Verteilungen von p und ¢ sowie iiber Gleichung
4.45 nrmsegya berechnet. Die entsprechenden Verldufe sind in der rechten Spalte dargestellt.
Die allgemeine Form der jeweiligen Kurven ist fiir alle Projektoren gleich. Die negative Log-
Likelihood-Funktion féllt innerhalb der ersten Iterationen um knapp zwei GroBlenordnungen ab.
Dies ist bedingt durch die Konvergenz des Absorptionsbildes, dessen Fehler nrmse(p) bereits
in diesem Bereich seinen endgiiltigen Wert annimmt. Folglich zeigt auch nrmseq, dort einen
steilen Abfall. Fiir die darauf folgenden Iterationen ist der gesamte Fehler durch den Fehler
von § dominiert. Dieser ist durch einen immer schwécher werdenden Abfall gekennzeichnet und
erreicht seinen finalen Wert nach grob 800 bis 1000 Iterationen. Ein dhnlicher Verlauf ergibt sich
fiir die Likelihood-Funktion. Diskrepanzen zwischen den simulierten Daten und der Modellierung
des Messvorgangs in der Rekonstruktionsumgebung, zum Beispiel durch die Nichtbeachtung der
Kantenanhebung, zeigen sich auch in den absoluten Werten der Zielfunktion und der NRMSE.
So erreicht die Rekonstruktion mit dem distance-driven Projektor den niedrigsten Wert fiir
—1/ly, gleichzeitig weist sie jedoch die grofiten Abweichungen zu p* und * auf.

Auffallend sind die Werte der verbleibenden Fehler in beiden Bildern. Uber den jeweiligen NRM-
SE ergeben sich mittlere relative Abweichungen von 6 % bis 8 % zu p* und von ca. 16 % zu 6*.
Wihrend das Objekt im Absorptionsbild jedoch mit Ausnahme der Uber- und Unterschwinger
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Abbildung 4.10: Verlauf der Log-Likelihood-Funktion (links) sowie der NRMSE (rechts)
gegentiber der Anzahl an Iterationen

durch die Kantenanhebung weitgehend fehlerfrei rekonstruiert wird, die Abweichungen sich also
zum Grofiteil durch die Artefakte auflerhalb des Objekts ergeben, weichen die rekonstruierten
Koeffizienten im 6-Bild fiir jeden Punkt innerhalb des Zylinders bereits um 9 % oder mehr ab.
Abbildung 4.11 verdeutlicht diesen Rekonstruktionsfehler und seine Ursache. Fiir einen Zylinder
wurde der mittlere differentielle Phasenschub direkt berechnet und iiber Gleichung 2.26 auf den
Versatz A® der Phasesteppingkurven von Objekt- und Referenzmessung iibertragen. In den
Pixeln, die Kanten des Zylinders sehen, ergeben sich dabei Abweichung zum entsprechenden
Versatz der simulierten Phasesteppingkurven. Letzterer ist betragsméflig zu klein. Aufgrund
der differentiellen Natur von A® fiihrt dies im gesamten Objekt zu zu niedrigen Werten von 6.
Korrigiert man das Sinogramm von A® entsprechend, so fithrt eine Rekonstruktion mittels
FBP zu Werten, die mit der tatséchlichen Verteilung von § gut iibereinstimmen. An dieser
Stelle sei betont, dass die fehlerhafte Rekonstruktion des differentiellen Phasenschubs an den
Kanten ein prinzipielles Problem des Messvorgangs ist. Eine genauere Diskussion des Problems
und moglicher Losungsanséitze findet sich in Abschnitt 4.4.
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Abbildung 4.11: Versatz der Phasesteppingkurven von Objekt- und Referenzmessung fiir
eine Projektion (links) und Schnitt durch das rekonstruierte bzw. wahre 6-Bild des Zylinders
(rechts). Fiir A® sind neben den Werten aus der Simulation zusditzlich die aus dem mittleren
differentiellen Phasenschub erwarteten aufgetragen. Die Unterschiede an den Kanten des
Zylinders reichen aus, um die fehlerhafte tomographische Rekonstruktion zu erkldren.

Die verwendete Zielfunktion ist nicht konvex, sodass die Existenz eines globalen Minimums
nicht gewéhrleistet ist. Es ist folglich denkbar, dass die beobachteten Fehler der rekonstruierten
Bildkoeffizienten neben den Diskrepanzen des tatsichlichen Messvorgangs zu seiner Model-
lierung auch aus der Konvergenz in ein lokales Extremum der Zielfunktion resultieren. Zur
Untersuchung dieser Hypothese wurde die iterative Rekonstruktion mit mehreren verschiedenen
Startwerten initialisiert und die jeweiligen Resultate untereinander verglichen. Die Startwerte
der Bildkoeffizienten wurden dabei aus Gleich- oder Exponentialverteilungen gezogen. Zum
Vergleich je zweier Rekonstruktionen mit unterschiedlichen Startwerten wurde die Wurzel
aus deren mittlerer quadratischer Abweichung berechnet. Dazu wurde in Gleichung 4.44 fiir
den NRMSE f* durch eines der beiden rekonstruierten Volumen ersetzt. Die Abweichungen
waren dabei sowohl fiir p als auch fiir § um mindestens drei Gréflenordnungen kleiner als
der jeweilige Fehler zu den wahren Verteilungen pu* und 8*. Dies deutet darauf hin, dass die
Zielfunktion zumindest stabil in ein Extremum konvergiert. Die Frage, ob sich zusétzliche
Rekonstruktionsfehler durch die Konvergenz in ein lokales Minimum und damit aufgrund der
mangelnden Konvexitidt der Log-Likelihood-Funktion ergeben, konnte hier nicht final geklért
werden.

Konvergenz bei einem Phasestep pro Projektionswinkel

Eine hervorzuhebende Eigenschaft der SIR ist die Moglichkeit, tomographische Rekonstruk-
tionen der drei Bildmodalitdten prinzipiell auch dann ausfithren zu koénnen, wenn die Pha-
senabtastung eine direkte Bestimmung von 7', A® und D nicht ermoglicht. Von besonderer
Bedeutung ist dabei der Fall mit nur einem Phasestep pro Projektionswinkel. Erfolgreiche
Rekonstruktionen unter diesen Voraussetzungen wiren ein erster Schritt, die Computertomogra-
phie fiir die gitterbasierte Rontgenbildgebung auf moderne CT-Scanner mit stetig rotierender
Scan-Einheit zu iibertragen. Zur Untersuchung der Rekonstruktionen mit einem Phasestep
pro Projektionswinkel wurde der simulierte Datensatz drei verschiedenen Aufnahmeprotokol-
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len entsprechend zugeschnitten. Das erste Protokoll entspricht einer Aufnahme mit festem
Analysatorgitter. Jedem Projektionswinkel wurde daher der Intensitétswert fiir den gleichen
Phasestep zugeordnet. Der so zugeschnittene Datensatz wird “konstant” genannt. Das zweite
Protokoll entspricht dem Datenerfassungsschema aus Zanette et al. (2011) und wird folglich
mit “interlaced” bezeichnet. Bei der Zuordnung eines Phasesteps zu einer Projektion wird
dabei zyklisch durch die Position der Phasesteps iteriert. Fiir das letzte Protokoll wird jedem
Winkel zufillig einer seiner Phasesteps zugeordnet. Dies entspricht am ehesten einer zufélligen
Abtastung des Talbotmusters, zum Beispiel durch ein vibrierendes G2. Der verwendete Zu-
fallszahlengenerator wurde dabei immer mit dem gleichen Startwert, einem sogenannten Seed,
initialisiert. Die Folge an Zufallszahlen ist dadurch stets die selbe, was fiir alle Projektoren eine
identische Ausgangslage schafft. Die Rekonstruktionen iiber die zugeschnittenen Datensétze
wurden analog zum vollen Datensatz durchgefithrt und ausgewertet. Als Vergleich dient eine
Rekonstruktion mittels gefilterter Riickprojektion, bei der fiir jeden dritten Projektionswinkel
drei Phasesteps betrachtet wurden. Die Gesamtzahl der verwendeten Aufnahmen entspricht
damit derjenigen der drei vorgestellten Protokolle fiir die SIR.

Analog zu Abbildung 4.10 fiir den vollen Datensatz zeigt Abbildung 4.12 das Konvergenzverhal-
ten der Rekonstruktion mit einem Phasestep pro Projektionswinkel. Neben der Zielfunktion ist
auch der Wert der negativen normierten Log-Likelihood-Funktion aufgetragen, der sich fiir die
jeweilige Verteilung der Bildkoeffizienten bei Betrachtung des vollen Datensatzes ergeben wiirde.
Die Fehler des p- bzw. des §-Bildes sind wieder in Form des NRMSE dargestellt. Das Protokoll
“konstant” fiihrt mit keinem Projektor zu einem sinnvollen Ergebnis. Zwar fillt die Zielfunktion
insgesamt um fiinf bis sechs GréBenordnungen ab, jedoch resultiert dies in keiner nennenswerten
Reduzierung der Fehler. Fiir i zeigt der NRMSE wie bei der Rekonstruktion iiber den vollen Da-
tensatz innerhalb der ersten Iterationen einen steilen Abfall. Allerdings nimmt er im Anschluss
daran wieder zu und der Fehler in § gleichzeitig nur minimal ab. Entsprechend zeigt —[/l,
ausgewertet fiir den vollen Datensatz, nach anfanglichem Abfall auch eine monotone Zunahme.
Fiir das Schema “interlaced” ergeben sich deutlichere Unterschiede zwischen den Projektoren.
Im Fall der Methode nach Siddon bricht der Anstieg von nrmse(p) nach ca. 500 Iterationen
ab und weist danach einen schwécher werdenden Abfall auf. Das Verhalten spiegelt sich im
Verlauf der Log-Likelihood-Funktion fiir den vollen Datensatz wieder. Fiir die anderen beiden
Projektoren, dhnelt der prinzipielle Verlauf eher dem Schema “konstant”. Die absoluten Werte
der Fehler sind dabei aber kleiner. Die geringsten Abweichungen zu den wahren Verteilungen
von i und 4 liefern alle Projektoren fiir die zufillige Phasenabtastung. Die Rekonstruktion {iber
den Projektor nach Siddon ist die einzige, die aufgrund eines hinreichend kleinen Gradienten
terminiert. Die Rekonstruktion mit Blobs erreicht im Vergleich dazu trotz kleinerer Fehler die
maximale Anzahl an Iterationen. Am schlechtesten schneidet hier der distance-driven Projektor
ab, dessen Fehler in p in der zweiten Hilfte der Rekonstruktion wieder merklich ansteigt.

Es ldsst sich festhalten, dass sich nicht alle drei untersuchten Protokolle fiir die Rekonstruktion
mit einem Phasestep pro Projektionswinkel eignen. Vermutlich benétigt die SIR iiber einen
bestimmten Winkelbereich eine gewisse Phasenabtastung, um iiber die Korrelationen zwischen
benachbarten Projektionswinkeln die drei Arten von Bildkoeffizienten bestimmen zu koénnen.
Im Fall des fixierten Analysatorgitters im Schema “konstant” ist dies nicht gegeben. Ebenso
ist dies im Protokoll “interlaced” problematisch, da die Anzahl an Phasesteps hier mit 15,
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Abbildung 4.12: Verlauf der Zielfunktion (links) sowie der NRMSE (rechts) fir die drei
Protokolle “konstant”, “interlaced” und “random”.

im Vergleich zur Anzahl an Projektionswinkeln im vollen Datensatz, relativ grofl ist. So
fithrte eine Beschréinkung des Schemas auf jeden dritten Phasestep fiir die Methode nach
Siddon und die Rekonstruktion via Blobs zu erfolgreichen Rekonstruktionen, das heifit zu
einer Termination der Optimierung iiber die Gradientenbedingung. Die Ergebnisse entsprechen
dabei vom visuellen Eindruck her der Rekonstruktion bei zufilliger Phasenabtastung mit dem
Projektor nach Siddon. Letztere ist in Abbildung 4.13 dargestellt. Im Vergleich zur ebenfalls
abgebildeten Rekonstruktion mittels FBP aus drei Phasesteps bei je 120 Projektionswinkeln
zeigt sich, dass die SIR bei einem Phasestep pro Projektionswinkel zu deutlich verrauschteren
Schnittbildern fiihrt. Da die simulierten Daten unverrauscht waren, handelt es sich dabei um
reines Rekonstruktionsrauschen. Damit kann die iterative Rekonstruktion vor allem bei einem
Phasestep pro Projektionswinkel vom Einsatz sogenannter Regularisierungstechniken (Buzug,
2008) profitieren. Untersuchungen dazu finden sich in Abschnitt 4.3.2
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Abbildung 4.13: Tomographische Rekonstruktion eines Zylinders. Die obere Zeile zeigt die
rekonstruierten Schnittbilder der SIR bei einem zufillig gewdhitem Phasestep pro Projektions-
winkel. In der unteren Zeile ist das Ergebnis einer FBP fiir die gleiche Anzahl an einzelnen
Aufnahmen gezeigt.

4.2.2 Numerisches Phantom

Zusétzlich zu den simulierten Daten wurde der Rekonstruktionsalgorithmus anhand eines
sogenannten numerischen Phantoms untersucht. Dazu wurde ein Shepp-Logan-Phantom aus
dem Paket scikit-image (Van Der Walt et al., 2014) verwendet. Dieses wurde zunichst in
Graustufen umgewandelt und von 400 x 400 auf 100 x 100 Pixel skaliert. Die Verteilungen
der Bildkoeffizienten p;, 6; und ¢; ergeben sich aus der Multiplikation der Grauwerte des
Phantoms mit einem jeweils realistischen Skalierungsfaktor. Uber das Vorwirtsmodell der SIR
aus Gleichung 3.1 wurden Phasesteppingkurven generiert. Dies geschah fiir eine volle Rotation
um 360° in 1°-Schritten bei jeweils 5 Phasesteps pro Projektionswinkel. Betrachtet wurde eine
Zeile aus 140 Detektorpixeln, die in der Breite den Pixeln des Phantoms gleichen. Die perfekte
Ubereinstimmung der erzeugten Daten mit der Modellgebung der Rekonstruktion ist zwar un-
realistisch, hat aber gegeniiber der Evaluation anhand der simulierten Daten auch zwei Vorteile.
Zum einen wird eine Betrachtung der Rekonstruktionsfehler fiir die Diffusionskoeffizienten ¢;
ermoglicht. Zum anderen kann die Optimierung der Zielfunktion isoliert untersucht werden.
Damit wird getestet, ob das verwendete CG-Verfahren zumindest prinzipiell in der Lage ist,
das gesuchte Minimum der Zielfunktion zu finden.

Die iterative Rekonstruktion wurde fiir das numerische Phantom nur mit dem Projektor
nach Siddon durchgefiihrt. Da die erzeugten Daten zu hundert Prozent dem Vorwirtsmodell
entsprechen, werden keine nennenswerten Unterschiede zu den anderen Projektoren erwartet.
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Abbildung 4.14: Verlauf der Log-Likelihood-Funktion sowie der NRMSE fiir alle Rekon-
struktionen des numerischen Phantoms. Der Wert von —1/ly bezieht sich stets auf den vollen
Datensatz.

Dem Phantom entsprechend, wurde auf einem Gitter aus 100 x 100 Voxeln rekonstruiert. Fiir
den Startwert des CG-Verfahrens wurden wieder alle Bildkoeffizienten auf null gesetzt. Es
galt gy = 1077 fiir die Abbruchbedingung an den Gradienten sowie imax = 5000 fiir die
maximale Anzahl an Iterationen. Rekonstruktionen wurden mit dem kompletten Datensatz
und iiber die drei in Abschnitt 4.2.1 vorgestellten Protokolle jeweils mit einem Phasestep pro
Projektionswinkel durchgefiithrt. Wie im Fall der simulierten Daten, wurde die Zielfunktion
nach jeder Iteration ausgewertet. Ebenso wurde der Fehler in jedem Bild in Form der NRMSE
bestimmt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.14 dargestellt. Bei der Rekonstruktion iiber
den vollen Datensatz nimmt die Zielfunktion um knapp sieben Groflienordnungen ab. Nach
ca. 2000 Iterationen unterschreitet der Gradient den Schwellenwert gio1. Im Gegensatz zum
entsprechenden Verlauf fiir die simulierten Daten in Abbildung 4.10 ist der Abfall hier aber
weniger stark saturiert. Dies deutet darauf hin, dass das gesuchte Minimum der Zielfunktion,
die bendtigte Rechenzeit vorausgesetzt, beliebig genau erreicht werden kann. Das gleiche
Verhalten zeigen die Fehler der Bilder. Das Absorptionsbild hat dabei den grofiten Einfluss
auf die Log-Likelihood-Funktion, weshalb es am schnellsten konvergiert. Den gréfiten relativen
Fehler haben durchgehend die Bildkoeffizienten §;. Die finalen Werte der NRMSE von p,
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Abbildung 4.15: Verteilung des Diffusionskoeffizienten €. Zwischen der wahren Verteilung im
numerischen Phantom (links) und der Rekonstruktion mit der SIR dber den vollen Datensatz

ist kein Unterschied erkennbar. Die Rekonstruktion bei einem Phasestep pro Winkelschritt
(rechts) ist dagegen deutlich verrauscht.

und € sind ca. 9-1077, 6 - 1073 und 8 - 107%. Skaliert man die gesamte Grauskala bei der
Darstellung der Bilder auf das Intervall zwischen dem minimalen und dem maximalen Wert, so

sind diese Fehler im Vergleich zum tatséichlichen Phantom mit blolem Auge nicht erkennbar,

siehe dazu Abbildung 4.15. Auffillig sind die Schwankungen im Verlauf von nrmse(p) und
nrmse(e). Wéhrend die Zielfunktion monoton abnimmt, steigen die Fehler in diesen beiden
Bildern zum Teil auch wieder. Besonders ausgeprigt sind die Zunahmen, wenn der Fehler
von ¢ stark abnimmt. Dies deutet darauf hin, dass die einzelnen Bildinformationen bei der
Konvergenz der Log-Likelihood-Funktion zum Teil gegeneinander arbeiten.

Fiir die Rekonstruktionen bei einem Phasestep pro Winkelschritt wurde die Zielfunktion in
Abbildung 4.14 fiir den kompletten Datensatz ausgewertet. Dadurch wird eine bessere Evaluation
und ein einfacherer Vergleich der Rekonstruktionen ermoglicht, als durch den Verlauf von
—1/ly bezogen auf die zugeschnittenen Daten, da dieser stets monoton abféllt. Wie im Fall der
simulierten Daten in Abschnitt 4.2.1 eignet sich die Aufnahme mit fixiertem Analysatorgitter
nicht zur Rekonstruktion. Die Fehler von p und € nehmen hier nach anfinglichem Abfall
monoton zu. Ein besseres Konvergenzverhalten weisen die Protokolle “interlaced” und “random’
auf. Auch wenn im zweitgenannten Schema die Rekonstruktion nach der maximalen Anzahl an
Iterationen abbricht und die verbleibenden Fehler etwas grofler sind, &hneln sich die beobachteten
Verldufe in beiden Féllen. Die Fehler von p und 6 gleichen sich nahezu an, wihrend nrmse(e) um
knapp eine GroéBlenordnung dariiber liegt. Im Vergleich zur wahren Verteilung des Phantoms sind
die rekonstruierten Schnittbilder jedoch merklich verrauscht. Fiir den Diffusionskoeffizienten e
ist dies besonders ausgeprigt und in Abbildung 4.15 gezeigt. Zwischen feineren Strukturen, wie
beispielsweise in der Mitte von Zeile 80 des Phantoms, und dem Bildrauschen lésst sich hier
kaum differenzieren. Ein markanter Unterschied der Protokolle “interlaced” und “random” ist
das Konvergenzverhalten ab ca. 2500 Iterationen. Wahrend fiir die zuféllige Phasenabtastung der
Abfall der Zielfunktion bzw. der Fehler stagniert, ergeben sich im Schema “interlaced” auch in
den letzten Iterationen noch Verbesserungen. Eine weitere Rekonstruktion mit einem niedrigeren
Schwellenwert gtio; und maximal 10* Iterationen bestétigt dies. Ahnlich zur Rekonstruktion iiber
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den vollen Datensatz, scheint das Protokoll “interlaced” das Erreichen des gesuchten Minimums
zu ermoglichen, wenn auch deutlich langsamer. Im Fall des Protokolls “random” konvergiert die
Zielfunktion in eine verrauschte Losung. Da der Wert der negativen Log-Likelihood-Funktion
fiir diese Losung jedoch grofler ist als fiir die wahre Verteilung der Bildkoeffizienten im Phantom,
handelt es sich dabei vermutlich um ein lokales Extremum. Derartige Bereiche im Losungsraum
koénnen durch den Einsatz geeigneter Regularisierungstechniken bestraft werden. Letztere
stellen damit eine vielversprechende Méglichkeit dar, die Konvergenz in das globale Extremum
zu forcieren bzw. diese zu beschleunigen.

4.2.3 Messdaten

Simulationen und numerische Phantome bieten eine gute Plattform, Rekonstruktionsalgorith-
men zu untersuchen und dabei moégliche Fehlerquellen isoliert zu betrachten. Dennoch ist es
unerlisslich, entsprechende Analysen auch fiir experimentelle Daten durchzufiihren, wie sie in
spateren Anwendungen vorkommen. Hier wird dazu die Messung eines Phantoms bestehend
aus drei Polymerzylindern verwendet. Die Zylinder bestehen aus PVC, PMMA und PTFE mit
Durchmessern von 6 mm, 3mm und 5mm. Die Messung umfasst 1001 gleichméfBig iiber 360°
verteilte Projektionen mit jeweils elf Phasesteps. Die Detektorpixel wurden zu Gruppen aus
6 x 6 Pixeln zusammengefasst. Zusétzliche Informationen zu dieser Messung finden sich bei
Weber et al. (2015).

Aus dem gruppierten Datensatz wurde eine Detektorzeile fiir die Rekonstruktion eines Schnitt-
bildes ausgewéhlt. Die iterativen Rekonstruktionen wurden mit gy = 1077 sowie imax = 3000
durchgefiithrt und mit Startbildern initialisiert deren Bildkoeffizienten auf null gesetzt waren.
Fiir die voxelbasierten Projektoren und die Referenzrekonstruktion mittels FBP wurde ein
Gitter aus 60 x 60 Voxeln gewahlt. Des Weiteren wurden zwei Rekonstruktionen iiber 60 x 60
Blobs — nachfolgend als Blobs (fein) bezeichnet — mit a = 2,0 - dq, m = 3 und o = 10,017 sowie
iiber 48 x 48 Blobs — nachfolgend als Blobs (grob) bezeichnet — mit a = 2,5 - dq, m = 2 und
a = 10,826 durchgefiihrt. Die Werte von o wurden dabei entsprechend Gleichung 4.42 gewihlt.
Eine Zusammenfassung der rekonstruierten Schnittbilder ist in Abbildung 4.16 gezeigt. Die SIR
erzielt wie im Fall der simulierten Daten in Abschnitt 4.2.1 fiir alle drei Bildmodalitdten Ergeb-
nisse, die vergleichbar mit denen der FBP sind. Sowohl iiber den Absorptions- als auch iiber den
Phasenkontrast lassen sich die drei verschiedenen Materialien in allen Rekonstruktionen klar un-
terscheiden. Das Dunkelfeldbild zeigt ein starkes Signal an den Kanten der Zylinder. Zusétzlich
weist der Zylinder aus PTFE ein konstantes Signal im Visibilitdtskontrast auf. Es ist, aufgrund
der starken Absorption innerhalb dieses Objekts, auf Strahlauthéirtung zuriickzufithren. Das
Bildrauschen ist fiir die voxelbasierten Projektoren stiirker ausgeprigt. Uber die in Abschnitt
4.1.3 diskutierten Eigenschaften der Blobs zeigt vor allem die Rekonstruktion Blobs (grob)
trotz fehlender Regularisierung eine Art inhirente Glattung. Vom Rauschverhalten gleicht sie
der FBP dadurch deutlich mehr als die Resultate iiber die anderen beiden Projektoren. Eine
quantitative Beurteilung des Rauschens erfolgt gegen Ende dieses Abschnitts anhand der CNRs
in den rekonstruierten Schnittbildern.
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Abbildung 4.16: Rekonstruierte Schnittbilder des Phantoms. Gezeigt sind die Verteilungen
von w, 0 und € aus der FBP, aus den Rekonstruktionen mit der Methode nach Siddon und dem
distance-driven Projektor sowie aus der Rekonstruktion Blobs (grob).

Konvergenz

Zur Analyse der Konvergenz wurde, analog zu den vorherigen Untersuchungen, die Zielfunktion
—1/ly fiir das Zwischenergebnis nach jeder Iteration des Algorithmus ausgewertet. Wie in
Abbildung 4.17 zu sehen ist, unterscheiden sich die Verldufe der Log-Likelihood-Funktion,
verglichen fiir die verschiedenen Projektoren, kaum voneinander. Die Zielfunktion féllt innerhalb
der ersten 10 Iterationen sehr steil um ungefihr zwei GroBlenordnungen ab. Anschlieflend nimmt
die Steilheit des Abfalls rapide ab und nach ca. 500 Iterationen erreicht die Log-Likelihood-
Funktion nahezu ihren finalen Wert. Auffallend ist, dass die Rekonstruktionen iiber Blobs
im Vergleich zu den voxelbasierten Projektoren in etwa die doppelte Anzahl an Iterationen
benétigen bis der Gradient den vorgegebenen Schwellenwert gy, unterschreitet.

Ein besseres Verstdndnis des Konvergenzverhaltens liefert die einzelne Betrachtung der drei
Bilder nach jeder Iteration. Da fiir die Messdaten keine wahre Verteilung der Bildkoeffizienten
vorliegt und eine solche aufgrund spektraler Effekte auch nur schwierig und ungenau zu
bestimmen wire, erfolgt die Betrachtung der Konvergenz in den einzelnen Bildern f hier nicht
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Abbildung 4.17: Verlauf der Zielfunktion in Abhdngigkeit der verschiedenen Projektoren

iiber den NRMSE, sondern iiber den Korrelationskoeffizienten

COV(f, fﬁnal)
G(f)a(fﬁnal) ‘

Dabei bezeichnet g, das jeweils finale Bild am Ende einer Rekonstruktion, Cov die Kovarianz
zweier und o die Standardabweichung eines Bildes. Der Korrelationskoeffizient wurde unter an-
derem von Li et al. (2011) zur Quantifizierung der Ahnlichkeit zweier Bilder eingesetzt. Er nimmt
Werte aus dem Intervall [—1, 1] an, wobei grofere Werte eine bessere Ubereinstimmung signali-
sieren. Abbildung 4.18 zeigt den Verlauf der Korrelationskoeffizienten fiir die durchgefiihrten
iterativen Rekonstruktionen. Fiir alle Projektoren konvergiert der Korrelationskoeffizient des
Absorptionsbildes innerhalb der ersten Iterationen gegen eins. Er ist folglich fiir den anfanglichen
steilen Abfall der Zielfunktion verantwortlich. Das Dekrement ¢ erreicht diesen Wert nach
ungefihr 600 Iterationen. Die grofiten Variationen zeigt der Korrelationskoeflizient von e.
Waéihrend im Fall der voxelbasierten Projektoren hier bereits nach ca. 300 Iterationen ein dem
Endresultat sehr dhnliches Bild vorliegt, dauert dies bei den Rekonstruktionen iiber Blobs mit
mehr als 1400 Iterationen ungleich ldnger. Die Betrachtung des Gradienten der Zielfunktion
ergibt, dass trotz der schnellen Konvergenz im Absorptionsbild die Komponenten 0l/0pu; im
Mittel die grofiten Werte aufweisen und als letztes unter den Schwellenwert gy fallen. Jedoch
bewegen sich die Maximalwerte der Komponenten 0l/0¢; fiir die Rekonstruktionen iiber Blobs
in der gleichen Groéflenordnung. Der Gradient in den voxelbasierten Rekonstruktionen liegt
hier im Mittel um eine Gréflenordnung darunter. Damit ldsst sich festhalten, dass in diesem
Fall die Représentation durch Blobs fiir das Dunkelfeld schlechter abschneidet als die durch
Voxel. Die Vermutung, dass dies durch den grofleren Trager erstgenannter Bildbasisfunktion
im Zusammenspiel mit den scharf begrenzten Kantensignalen bedingt ist, konnte final nicht
bestétigt werden.

CC(f, fnal) = (4.46)

Konvergenz bei einem Phasestep pro Projektionswinkel

Die Moglichkeit der CT-Rekonstruktion bei einem Phasestep pro Winkelschritt wurde auch
fiir den experimentellen Datensatz untersucht. Dabei wurden die Daten, wie in Abschnitt
4.2.1 beschrieben, geméfl den Aufnahmeschemata “interlaced” und “random” zugeschnitten.
Iterative Rekonstruktionen wurden mit allen drei Projektoren durchgefiihrt. Die verwendeten
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Abbildung 4.18: Verlauf der berechneten Korrelationskoeffizienten fiir die verschiedenen
Bildmodalititen und Projektoren

Einstellungen entsprachen den Rekonstruktionen {iber den kompletten Datensatz. Im Fall der
Blobs wurden die Parameter der Rekonstruktion Blobs (grob) herangezogen. Zur Untersuchung
des Konvergenzverhaltens wurde die Zielfunktion —I/ly nach jeder Iteration fiir den kompletten
Datensatz ausgewertet. Ebenso wurde der Korrelationskoeffizient tiber Gleichung 4.46 jeweils
beziiglich der Rekonstruktionsergebnisse fg,, des vollen Datensatzes berechnet. Die Ergebnisse
zeigt Abbildung 4.19. Der Verlauf der Zielfunktion weist keine groflen Abweichungen im
Vergleich zu den Rekonstruktionen iiber den kompletten Datensatz auf. Gleiches gilt fiir
die Korrelationskoeffizienten von p und d. Beide erreichen unabhingig vom verwendeten
Projektor Werte sehr nahe von eins. Dabei schneidet das Aufnahmeschema “random” stets
minimal besser ab als “interlaced”. Fiir den Diffusionskoeffizienten des Dunkelfeldes nimmt
der Korrelationskoeffizient Werte zwischen 0,6 und 0,9 an. Die gréflieren Abweichungen zu den
Schnittbildern aus Abbildung 4.16 ergeben sich aufgrund eines verstirkten Rauschens, wie ein
Vergleich mit Abbildung 4.20 zeigt. Fiir die Rekonstruktion der dort gezeigten Schnittbilder
wurde zufillig je einer der elf vorhandenen Phasesteps gewéhlt. Die applizierte Dosis betrigt
damit nur ein Elftel derjenigen, die fiir die Rekonstruktionen aus Abbildung 4.16 aufgewandt
wurde. Als Referenz dient wiederum eine Rekonstruktion mittels FBP. Damit diese beziiglich
der applizierten Dosis den zugeschnittenen Datensétzen der SIR entspricht, wurde nur jeder elfte
Winkelschritt, insgesamt also 91 Projektionen, betrachtet. Dadurch nimmt der Rauschpegel
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Abbildung 4.19: Verlauf der berechneten Korrelationskoeffizienten fiir die Rekonstruktionen
mit einem verwendeten Phasestep pro Projektionswinkel

in den Bildern zu. Wie bereits fiir die Rekonstruktionen iiber alle Messdaten, dhnelt das
Rauschverhalten der Rekonstruktion mittels Blobs der gefilterten Riickprojektion am meisten.

CNRs

Der Kontrast in einem Bild ist ein Maf} fiir die unterschiedliche Signalstirke in zwei seiner
Bereiche. Er stellt eine wichtige Grofie zur Bewertung der Bildqualitdt dar, da die zugénglichen
Informationen eines Bildes, unabhéngig vom bildgebenden Verfahren, in der erzeugten Signal-
differenz unterschiedlicher Objekte liegen (Brahme, 2014). Die Erkennbarkeit eines vorliegenden
Kontrastes ist eng mit der Stéirke des Rauschens in den entsprechenden Bildbereichen verkniipft.
Aussagekriftiger als der Kontrast alleine ist folglich das sogenannte Kontrast-Rausch-Verhéltnis
(Bushberg et al., 2002)

|Sa — S|

g

CNR = (4.47)
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Abbildung 4.20: Rekonstruierte Schnittbilder des Phantoms. Fiir die gefilterte Riickprojektion
wurde nur jeder elfte Winkelschritt berticksichtigt, wiahrend die Rekonstruktionen mittels der
SIR einen zufillig gewdhlten Phasestep pro Projektionswinkel verwenden.

Dabei bezeichnet Sa bzw. Sp das jeweils mittlere Signal aus dem entsprechenden Bildbereich

(ROL fiir region of interest) und
o= m (4.48)

die Standardabweichung des kombinierten Rauschens beider Bereiche.

Das gemessene Phantom eignet sich aufgrund der erwarteten konstanten Signalstérke in jedem
Zylinder gut zur Bestimmung der CNRs. In den rekonstruierten Schnittbildern wurden dazu
in jedem Zylinder und im Hintergrund eine ROI von jeweils 7 x 7 Voxeln ausgewihlt, siehe
Abbildung 4.21. Uber Gleichung 4.47 wurden die Kontrast-Rausch-Verhéltnisse zwischen diesen
Bereichen bestimmt. Sie sind in Tabelle 4.1 fiir alle durchgefiihrten Rekonstruktionen aufgefiihrt.
Die Rekonstruktionen iiber die gefilterte Riickprojektion zeigen durchweg hthere CNR-Werte
als die Ergebnisse der SIR. Damit bestétigt sich der visuelle Eindruck, dass letztere mehr
Bildrauschen aufweisen. Unter den verschiedenen Projektoren der SIR zeigen die Rekonstruk-
tionen auf Basis der Blobs das beste Rauschverhalten, gefolgt von der Methode nach Siddon
und dem distance-driven Projektor. Dies ist auf die in Abschnitt 4.1.3 diskutierten Eigenschaf-
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Abbildung 4.21: Schnittbild von § mit den ROIs zur Bestimmung der CNRs. Im Hintergrund
(orange) sowie im PTFE- (grin), im PMMA- (rot) und im PVC-Zylinder (tirkis) besteht die
ROI aus jeweils 7 x 7 Voxeln.

ten der Blobs zuriickzufiihren, némlich ihre effektive Bandbegrenzung und ihren paarweisen
Uberlapp im Bild. Vergleicht man die beiden Rekonstruktionen Blobs (fein) und Blobs (grob),
so fiihrt der gréflere Radius der Blobs in der letztgenannten Rekonstruktion zu einer stéirkeren
Bandbegrenzung. Die infolgedessen zunehmende Glattung geht wohl mit einer Abnahme der
Auflésung einher, da letztere durch den Radius der Blobs limitiert ist.

Im Fall der Rekonstruktionen bei verminderter Dosis, das heifit bei Verwendung eines Phasesteps
pro Projektion in der SIR und einer Rekonstruktion iiber lediglich 91 Projektionswinkel mittels
FBP, fallt auf, dass die relative Abnahme der CNR-Werte vor allem fiir die voxelbasierten
Projektoren in der SIR deutlich gréfer ist als fiir die FBP. Des Weiteren schneidet die zuféllige
Phasenabtastung fiir die voxelbasierten Projektoren einheitlich besser ab als das Aufnahmesche-
ma “interlaced”, wahrend dies bei den Blobs von Materialkombination zu Materialkombination
variiert.
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Tabelle 4.1: Kontrast-Rausch-Verhdltnisse in den Rekonstruktionen der Polymerzylinder. Die
erste Spalte gibt die jeweils verwendete Rekonstruktionsmethode an. In den restlichen Spalten
sind die gemessenen CNR-Werte der Bildmodalititen fir die mdglichen Materialkombinationen
aufgefiihrt. Beziiglich des Streukoeffizienten € des Dunkelfeldes wurde lediglich die Kombination
PTFE/Luft betrachtet, da die anderen Zylinder ausschlieflich an ihren Kanten einen Visibi-
litatsverlust aufweisen. Fiir die Rekonstruktionen mit Regularisierung (+ Reg.) siche Abschnitt

4.8.2.

PMMA /Luft PMMA/PVC PMMA/PTFE  PVC/Luft PVC/PTFE PTFE/Luft
Methode 7 ) 7 1) 7 ) 1 1) 7 0 I 1) €
FBP 13,32 2785 15,34 14,25 52,57 4,85 37,90 67,83 46,01 2437 88,99 29,35 7,82
Siddon 6,96 18,90 8,52 10,09 27,30 3,57 21,89 32,00 24,68 13,66 47,11 1441 3,54
Distance-driven 6,23 16,72 7,10 9,29 24,12 3,06 16,88 28,66 19,37 11,93 40,63 12,22 2,39
Blobs (fein) 8,98 21,85 9,98 12,35 33,54 4,35 22,41 4283 25,14 19,61 52,57 20,17 3,39
Blobs (grob) 12,81 24,79 15,11 13,90 49,54 5,10 37,74 51,64 42,44 24,61 84,93 25,79 6,89
FBP (91 Proj.) 10,68 26,15 13,98 13,12 44,87 4,57 27,80 52,82 36,97 21,21 60,31 26,17 5,03
Siddon interlaced 3,03 11,31 3,50 6,04 13,06 245 7,17 1780 9,35 8,21 1948 815 1,81
Siddon random 4,44 12,23 5,75 6,70 17,50 2,36 12,75 23,01 14,69 9,70 25,70 10,04 2,11
Distance-driven interlaced 1,32 6,29 1,57 3,63 5,97 1,25 3,65 9,52 522 443 10,60 4,41 0,93
Distance-driven random 3,66 10,72 4,45 5,94 13,90 2,08 10,13 18,91 11,32 8,26 21,02 8,46 147
Blobs (grob) interlaced 9,36 20,85 10,22 11,46 38,13 4,03 1997 35,39 2498 16,15 53,18 17,06 4,04
Blobs (grob) random 9,02 19,18 10,81 10,64 36,23 3,72 21,60 43,66 26,50 18,35 50,13 20,05 3,66
Siddon + Reg. 14,61 18,16 18.65 12,16 61,68 3,16 53,10 57,72 67,95 29,43 121,67 33,52 7,21
Siddon interlaced + Reg. 13,99 15,98 17,78 10,46 61,06 3,01 4436 46,67 59,83 24,33 109,79 28,40 5,64
Siddon random + Reg. 1246 14,77 16,59 10,56 57,95 2,62 41,28 55,23 64,62 28,66 105,44 29,29 476

oSSIuqodIy pun uodunyonsiojuy)
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4.3 Verbesserungen des Rekonstruktionsalgorithmus

Die Betrachtungen in Abschnitt 4.2 haben gezeigt, dass die SIR verglichen mit der FBP zwei
wesentliche Nachteile hat. Zum einen terminiert sie erst nach mehreren hundert bis tausend
Iterationen. Damit ist sie langsam und mit einem hohen Rechenaufwand verbunden. In diesem
Abschnitt soll diesbeziiglich untersucht werden, inwieweit die Konvergenz des CG-Verfahrens
durch die Wahl geeigneter Startwerte beschleunigt werden kann. Zum anderen weisen die
iterativ rekonstruierten Schnittbilder ein bisweilen stark ausgepriagtes Rekonstruktionsrauschen
auf. Bedingt ist dies einerseits durch Diskrepanzen zwischen der Modellierung des Messvorgangs
und den eigentlichen Daten, die dazu fiihren, dass verrauschte Verteilungen der Bildkoeffizienten
zu einem besseren Wert der Likelihood-Funktion fiihren. Andererseits konnen, wie in Abschnitt
4.2.2 gesehen, derartig verrauschte Verteilungen aufgrund der mangelnden Konvexitit der Ziel-
funktion auch lokale Extrema im Losungsraum darstellen, welche der Optimierungsalgorithmus
anlduft. Im zweiten Teil dieses Abschnitts wird die Zielfunktion um einen sogenannten Regula-
risierungsterm erweitert, welcher verrauschte Losungen bestrafen, und somit das Erreichen der
wahren Verteilungen forcieren sowie eventuell beschleunigen soll.

4.3.1 Wahl von Startwerten fiir die SIR

Fiir die in Abschnitt 4.2 durchgefiihrten Rekonstruktionen wurde das CG-Verfahren mit Vertei-
lungen gestartet in denen alle Bildkoeffizienten auf null gesetzt waren. Es ist zu erwarten, dass
sich die Konvergenz beschleunigt, wenn die verwendeten Startwerte bereits ndher am Endresul-
tat liegen. Dazu bietet es sich an, die iterative Optimierung mit dem FErgebnis einer gefilterten
Riickprojektion zu starten. Diese Vorgehensweise ist zundchst nur praktikabel, wenn mindes-
tens drei Phasenabtastpunkte pro Winkelschritt vorliegen, sodass eine Phasenrekonstruktion
durchgefithrt werden kann.

Bei der Rekonstruktion iiber Blobs gilt es, diesbeziiglich eine Schwierigkeit zu beachten. Der
Prozess, das durch die Blobs repréisentierte Schnittbild auf einem Gitter abzutasten, kann
durch eine lineare Gleichung beschrieben werden, ist im Allgemeinen aber nicht invertierbar.
Um diese Tatsache zu umgehen, wird iiber die Methode linalg.pinv aus SciPy die sogenannte
Moore-Penrose-Inverse (Penrose, 1955) der Matrix bestimmt, welche die lineare Gleichung
beschreibt. Unter Verwendung dieser Pseudoinversen kann das Ergebnis der FBP approximativ
auf ein Gitter aus Blobs iibertragen werden, welches dann seinerseits als Startwert fiir die
iterative Rekonstruktion fungieren kann.

Das Abschétzen von Startwerten erschwert sich, wenn die Phasenabtastung eine direkte
Phasenrekonstruktion nicht erlaubt. Fiir die nachfolgend préasentierten Ergebnisse wurden dazu
aus den zugeschnittenen Daten der Objektmessung pixelweise Phasesteppingkurven durch
eine zweidimensionale Interpolation iiber den Projektionwinkel v und die Phase 2wz der
Abtastposition bestimmt. In Abbildung 4.22 findet sich ein Vergleich des Ergebnisses einer
solchen Interpolation mit dem vollen Datensatz. Der Startwert fiir die SIR ergibt sich aus
einer Phasenrekonstruktion der interpolierten Daten und einer anschlieSfenden FBP. Fiir den
Messdatensatz aus Abschnitt 4.2.3 lieferte bereits eine einfache Néchster-Nachbar-Interpolation
stabil verwendbare Ergebnisse, sieche Abbildung 4.23. Ob diese Methode auch fiir komplexere
Messobjekte verwendbar ist, muss in zukiinftigen Arbeiten verifiziert werden.

67



4 Untersuchungen und Ergebnisse

6
6
5
5 1
4
VJ4 @
8 8 3
K& K&
N3 N
2
2
1
1
0
o 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6
Y Y

Abbildung 4.22: Gemessene Intensititswerte eines Detektorpizels aufgetragen gegen den
Projektionswinkel v und die Phase 2mxs der Position des G2-Gitters. Das linke Bild stellt
den vollen Datensatz dar. Rechts sind die entsprechenden Werte aus einer Ndchster-Nachbar-
Interpolation abgebildet. Die dabei verwendeten Stiitzstellen aus jeweils einem zufillig gewdhlten
Phasestep pro Projektionswinkel sind durch die roten Punkte gekennzeichnet.
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Abbildung 4.23: Sinogramme der Transmission I /1y, des differentiellen Phasenkontrasts A®
und des Dunkelfelds V/Vjy. Die erste Zeile zeigt die Resultate aus dem vollen Datensatz, die
zweite die Ergebnisse bei einem zufillig gewdhlten Phasestep pro Winkelschritt nach Verwendung
der pizelweisen Interpolation aus Abbildung 4.22.

Analog zu Abschnitt 4.2.3 wird das Konvergenzverhalten der einzelnen Schnittbilder anhand des
Verlaufs der Korrelationskoeffizienten betrachtet. Rekonstruktionen mit einem Startwert aus der
gefilterten Riickprojektion wurden fiir den vollen Datensatz und fiir einen zufillig ausgewéahlten
Phasestep pro Winkelschritt durchgefiihrt. In Abbildung 4.24 sind die entsprechenden Verldufe
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Abbildung 4.24: Verlauf der Korrelationskoeffizienten bei Verwendung eines Startwertes aus
der FBP fiir den vollen Datensatz (links) und die Rekonstruktion fiir einen zufdillig ausgewdhlten
Phasestep pro Projektionswinkel (rechts)

dargestellt. Um zu bestimmen, inwieweit die Verwendung des Startwertes die Konvergenz
beschleunigt, miissen die Verlaufe mit ihren jeweiligen Gegenstiicken aus Abbildung 4.18 bzw.
4.19 verglichen werden. Dazu ist anzumerken, dass in allen Rekonstruktionen die Abbruchbe-
dingungen iiber gio] und iy derart gewdhlt waren, dass sich die Schnittbilder am Ende der
Rekonstruktion iiber mehrere hundert Iterationen hinweg nicht mehr erkennbar verénderten.
In der Praxis hitten die Rekonstruktionen damit schon deutlich frither abgebrochen werden
konnen.

Fiir beide voxelbasierte Projektoren konvergiert, wie in Abbildung 4.18 zu sehen, bei der
Rekonstruktion iiber den vollen Datensatz das d-Bild zuletzt. Bei Verwendung des Startwertes
aus der FBP hingegen, ndhert sich das Dunkelfeldbild seiner finalen Verteilung am langsamsten
an. Das Dekrement § profitiert also stérker von der Verwendung des Startwertes. Fiir den
distance-driven Projektor kann so die benotigte Anzahl an Iterationen von ca. 600 auf 400, fiir
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den Projektor nach Siddon sogar auf 200 reduziert werden. Im Fall der Rekonstruktion iiber
Blobs ist, unabhéngig vom verwendeten Startwert, das Dunkelfeld die limitierende Bildmodalitét
fiir die Konvergenz. Hier konnte die Anzahl der benttigten Iterationen durch Verwendung des
Startwertes aus der FBP um fast 50 % reduziert werden.

Die Analyse fiir die Rekonstruktionen bei einem Phasestep pro Projektionswinkel gestaltet
sich komplizierter. Der Korrelationskoeffizient von e fillt, wie auch in Abbildung 4.19, nach
anfanglichem Anstieg wieder ab. Er wurde hier entsprechend der Auswertung in Abschnitt
4.2.3 in Bezug auf das Ergebnis aus der jeweiligen Rekonstruktion iiber den vollen Datensatz
berechnet. Der Startwert weist zum Teil eine groBere Ahnlichkeit zu diesem Ergebnis auf
als das Resultat der SIR. Gleichermaflen ergibt sich auch fiir das Absorptionsbild gegeniiber
der Startverteilung nur eine minimale Verbesserung des Korrelationskoeffizienten. Die besten
Ergebnisse wiirde hier ein Abbruch des Verfahrens nach grob 100 Iterationen im Fall der
voxelbasierten Projektoren sowie nach ca. 250 Iterationen fiir die Rekonstruktion Blobs (grob)
ergeben.

4.3.2 Regularisierung

Mit Hilfe sogenannter Regularisierungstechniken kénnen unrealistische Verteilungen der Bild-
koeffizienten im Losungsraum vermieden werden. Die Zielfunktion des Optimierungsverfahrens,
also die negative Log-Likelihood-Funktion, wird dabei um einen zusétzlichen Term ergénzt,
das heif3t

—l(p,0,€n) — —I(p,0,€ln) + Ri(p,d,€). (4.49)

Durch den Regularisierungsterm R; kann so der Wert der Zielfunktion fiir bestimmte Vertei-
lungen von g, § und € erhoht werden.
Gleichung 4.49 kann anschaulich iiber den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit und den
Satz von Bayes interpretiert werden, siehe dazu auch Hahn (2014). Ziel der SIR ist es, die
A-posteriori-Wahrscheinlichkeit p(u, d, €ln) zu maximieren. Nach dem Satz von Bayes ergibt
diese sich zu
(1’1|/J,, 67 6) ) p(/_j,7 67 E)
p(n) '
Die bedingte Wahrscheinlichkeit p(n|u, d, €) fiir die Messwerte n, unter der Bedingung, dass
die Verteilungen p, § und e vorliegen, entspricht dabei laut Gleichung 3.12 der Likelihood-
Funktion, p(n) ist die A-priori-Wahrscheinlichkeit der Messwerte und p(u, d, €) die A-priori-
Wahrscheinlichkeit fiir die Verteilungen der Bildkoeffizienten. Im Ausdruck p(u,d,€) sind
somit Vorwissen bzw. Vermutungen iiber das gemessene Objekt kodiert. Der Schétzer fiir die
Verteilungen 6 = (u, 8, €) lautet dann

(4.50)

p(p, 6, €en) =~

(0)

n)

S

6 = argmax £(8|n) - (4.51)
(4

3
—~

Die Wahrscheinlichkeit p(n) héngt nicht von den gesuchten Verteilungen ab und kann daher in
der Maximierung vernachldssigt werden. Nimmt man den Logarithmus von Gleichung 4.51 so
fithrt das mit
6 = arg max [(0|n) + In(p(0)) (4.52)
6
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zu einem Ausdruck, der dquivalent zur Formulierung in Gleichung 4.49 ist. Dieser Schétzer
maximiert nun die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit. Fiir den Fall, dass keine Vorkenntnisse
iiber das Messobjekt existieren, p(u, d, €) also einen konstanten Wert annimmt, reduziert sich
Gleichung 4.52 auf die bisherige Maximierung der Log-Likelihood-Funktion.

Eine hdufige Annahme bei der Regularisierung in der Computertomographie ist die Stetigkeit des
Messobjekts (Buzug, 2008). Der Regularisierungsterm wird daher so gewéhlt, dass verrauschte
Schnittbilder eine kleinere A-priori-Wahrscheinlichkeit erhalten. In den meisten Ansétzen
werden dazu die Abweichungen zwischen benachbarten Bildbasisfunktionen bestraft. Der
Regularisierungsterm fiir ein Schnittbild nimmt dann die Form

£) =AD" wipb(fi — £5) (4.53)

i JEN;

an, vergleiche Hahn (2014). Dabei lduft die erste Summe iiber alle Bildbasisfunktionen des
Schnittbildes f und die zweite Summe iiber alle Nachbarn der i-ten Bildbasisfunktion. Letztere
sind durch die Menge N; gegeben. Die Funktion ¢ gibt dann vor, in welcher Form die Abweichung
der entsprechenden Bildkoeffizienten beitrégt. Der Parameter A bestimmt dabei die Stérke des
Regularisierungsterms im Vergleich zur Log-Likelihood-Funktion. Uber die Gewichtungsfaktoren
w;; kann zusétzlich der jeweilige Einfluss der Bildbasisfunktionen aus N; angepasst werden.
Um die Optimierung der Zielfunktion nicht zu destabilisieren, empfiehlt es sich, fiir ¢ eine
konvexe Funktion zu wéhlen. In dieser Arbeit wird fiir ¢ die nach Huber (1964) benannte und
abschnittsweise definierte Funktion

2

L fir |z| <o
202 =
T;0) = 4.54
¥lzio) {'zlggﬂ fir |z| > o ( )

verwendet. Der Parameter o markiert dabei den Ubergang von einer quadratischen zu einer
linearen Bestrafung der Abweichungen = = f; — f;. Im Vergleich zu einer rein quadratischen
Funktion sollen so grofie Differenzen benachbarter Bildbasisfunktionen — sie resultieren wahr-
scheinlich aus Kanten im Messobjekt — weniger stark bestraft und der Kontrast zwischen
unterschiedlichen Bereichen im Bild erhalten werden.
Wird die Zielfunktion des Optimierungsverfahrens, hier die negative Log-Likelihood-Funktion,
wie in Gleichung 4.49 additiv um einen Regularisierungsterm ergénzt, so muss diese Anderung
auch im CG-Verfahren berticksichtigt werden. Beziiglich des Gradienten der Zielfunktion wird
dann die Ersetzung

al ol  ORy

LN L 4
26, ~ o9, ~ 0, (4.55)

durchgefiihrt. Hat der Regularisierungsterm eines Schnittbildes die Form aus Gleichung 4.53
und wird fiir ¢ die Huber-Funktion aus Gleichung 4.54 verwendet, ergibt sich sein Gradient zu

fi .
fir |[f; — fil <o
y=223 w;{ o : 4.56
af] ; J{g Uindid ' fiie |f; — fil > o (459
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4 Untersuchungen und Ergebnisse

Tabelle 4.2: Wahl der Regularisierungsparameter

Rekonstruktion ‘ A s Ae o s O
voller Datensatz 125 20 40 0,005 0,02 0,02
interlaced/random | 12,5 2 4 0,005 0,02 0,02

Der gesamte Regularisierungsterm Ry setzt sich iiber
Ri(p,8,€) =X\ > D whiah(ps — pysop) + Xs Y Y wiiah(6; — 655 05)
7 j@\/f 7 jej\/ié

+ Ae Z Z wi;h(€ — €55 0¢)

i JENF

(4.57)

aus den Regularisierungen der drei einzelnen Schnittbilder zusammen. Die Parameter A und
o, die Menge N; sowie die Gewichtungsfaktoren w;; kénnen fiir jede Bildmodalitét separat
festgesetzt werden. Sie sind daher mit einem entsprechenden Index versehen.

Ein erster Test der Regularisierungsmethode erfolgte anhand des Messdatensatzes aus Abschnitt
4.2.3. Rekonstruktionen wurden mit dem Projektor nach Siddon fiir den vollen Datensatz sowie
fiir die Aufnahmeschemata “random” und “interlaced” durchgefiihrt. Die dabei verwendeten
Parameter des Regularisierungsterms sind in Tabelle 4.2 aufgefiihrt. Der Schwellenwert o wurde
jeweils knapp oberhalb der Amplitude des Bildrauschens gewéhlt. Aufgrund der geringeren
Anzahl an vorliegenden Messwerten nimmt die Likelihood-Funktion bei den Aufnahmeschema-
ta “interlaced” und “random” im Vergleich zum vollen Datensatz gréflere Werte an. Da die
negative Log-Likelihood-Funktion damit in einem niedrigeren Wertebereich liegt, wurde die
relative Stérke des Regularisierungsterms iiber die Parameter A um jeweils eine Gréfienordnung
reduziert. Die Mengen N/ und N beinhalten die néichsten Nachbarn der i-ten Bildbasisfunk-
tion in vertikaler, horizontaler sowie diagonaler Richtung. Die §-Bilder weisen iiberwiegend
Rauschen bei niedrigen Frequenzen auf (Raupach & Flohr, 2011). Durch die Ergénzung von
N? um die zweitnichsten Nachbarn in allen Richtungen wurde versucht, dieser Tatsache in der
Regularisierung gerecht zu werden. Die Gewichtungsfaktoren der einzelnen Elemente von N} 0
wurden in diesem ersten Test der Regularisierung nicht beriicksichtigt, sodass wfj’é’e =1 galt.
Die mit Regularisierung rekonstruierten Schnittbilder sind in Abbildung 4.25 gezeigt. Im
Vergleich zu den Rekonstruktionen ohne Regularisierung aus Abschnitt 4.2.3 wurde der Schwel-
lenwert g, des Gradienten mit 935 anstelle von 1332 Iterationen fiir die Rekonstruktion
iiber den vollen Datensatz bzw. mit 977 statt 1387 Iterationen im Fall des Aufnahmeschemas
“interlaced” merklich schneller erreicht. Fiir die Rekonstruktion iiber einen zufillig gewéhlten
Phasestep pro Winkelschritt geschieht dies mit 1107 statt 1070 Iterationen allerdings etwas
langsamer. Im Vergleich zu den Schnittbildern aus Abbildung 4.16 und 4.20 sind die finalen
Verteilungen der Bildkoeffizienten deutlich unverrauschter. Zur Quantifizierung der Rausch-
reduktion wurden die CNRs in den Schnittbildern iiber Gleichung 4.47 bestimmt, analog zu
Abschnitt 4.2.3. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.1 auf Seite 66 ebenda aufgefiihrt. Fiir die
Rekonstruktion iiber den vollen Datensatz ergeben sich Steigerungen der CNRs zwischen 110 %
und 175 % in der Absorption sowie Anderungen von —11 % bis 132 % im Phasenkontrast. Im
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Abbildung 4.25: Rekonstruierte Schnittbilder des Zylinderphantoms mit Regularisierung

Fall der Aufnahmeschemata “interlaced” bzw. “random” liegen die Steigerungen im Bereich
361 % — 539 % bzw. 180 % — 340 % fiir p sowie bei 23 % — 248 % bzw. 11 % — 195 % fiir 0.
Insgesamt liefert die Regularisierung damit die besten relativen Verbesserungen im Absorp-
tionsbild. Hier ergeben sich nun héhere CNR-Werte als fiir die gefilterte Riickprojektion. Im
Fall von § wird dies nur fiir zwei Materialkombinationen erreicht. Die unterschiedlich starken
Auswirkungen der Regularisierung auf die Bildmodalitdten kann in der Tatsache A, > A5
begriindet sein. Die Wahl eines entsprechend grofieren Wertes fiir As fithrt jedoch bereits zu
einem Kontrastverlust im Bild. Hier lohnt es sich, nach Alternativen zur Huber-Regularisierung
zu suchen, die das Rauschverhalten im Phasenkontrast sowie dessen differentiellen Beitrag in
der Vorwiartsrechnung stérker beriicksichtigen.

4.4 Erweiterung der Modellgebung — Kantensignale
Eine grundlegende Annahme in der gitterbasierten Rontgenbildgebung ist, dass sich der vom

Messobjekt verursachte Phasenschub rdumlich nur langsam #ndert. Die Wellenfront kann dann
iiber ein Pixel des Detektors als ebene Welle approximiert werden und Gleichung 2.26 ist giiltig.
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Fiir scharfe Objektkanten divergiert der differentielle Phasenschub jedoch, was eine allgemeine-
re Beschreibung erforderlich macht. Das Signalverhalten des Wellenfeldes nach Transmission
durch derartige Strukturen ist deshalb Gegenstand aktueller Forschung. Yashiro & Momose
(2015) geben mittels Beugungstheorie Ausdriicke fiir die verschiedenen Bildsignale an. In der
Arbeit von Wolf et al. (2015) wird das Kantensignal im Dunkelfeld iiber Diskrepanzen in der
Periode des Talbotmusters und des Gitters G2 beschrieben. Da die meisten Anwendungen der
Dunkelfeldbildgebung auf die Detektion von Mikrostrukturen abzielen, diese jedoch schwer zu
erkennen sind, wenn sie von einer Kante iiberlagert sind, wére es wiinschenswert, die verschie-
denen Kontrastursachen unterscheiden zu konnen. Die referenzierten Arbeiten schlagen hierzu
Verschiebungen des Messobjekts bzw. ein Rebinning auf virtuelle Detektorpixel vor. In der
Computertomographie sind die angesprochenen Uberlagerungseffekte weniger problematisch
als in der projektiven Bildgebung. Jedoch kénnte auch sie von einer Unterscheidung profitieren.
Die anisotropen Kantensignale — die Visibilitét féllt hier nur ab, wenn die Kante tangential zur
Strahlrichtung liegt — fithren zusammen mit der isotropen Beschreibung durch Gleichung 2.29
zu Inkonsistenzen und damit zu Fehlern in den Rekonstruktionen. So weisen die rekonstruierten
Schnittbilder in Abbildung 4.8 bzw. 4.16 innerhalb von den Kanten der Zylinder einen schmalen
Bereich mit Werten von e < 0 auf, welche den Visibilitdtsverlust durch die Koeffizienten €; an
der Kante bei nicht tangentialer Strahlrichtung kompensieren. Eine korrekte Modellierung des
Kantensignals im Dunkelfeldbild kénnte solche Artefakte eliminieren. Zudem haben die Simula-
tionen in Abschnitt 4.2.1 gezeigt, dass Kanten auch im differentiellen Phasenbild zu Werten
fithren, die nicht mit dem mittleren differentiellen Phasenschub des Objekts iibereinstimmen. In
der Tomographie fithrt dies im ganzen Objekt zu falsch rekonstruierten Werten des Dekrements
J.

In diesem Abschnitt finden sich zunéchst Simulationen zu den Kantensignalen. AnschlieSend
werden zwei Modelle prisentiert und mit den simulierten Werten verglichen. Mit dem sogenann-
ten “komplexen Dunkelfeldkontrast” wird versucht, eines dieser Modelle in das Vorwértsmodell
der SIR einzubinden.

4.4.1 Kantensignale in der Simulation

Die Simulationen zu den Kantensignalen beruhen auf der Konfiguration aus Abschnitt 4.2.1.
Als Messobjekt dient ebenfalls der dort implementierte Zylinder. Dieser wurde in Schritten von
0,5 pm um insgesamt 230 pm in negative £-Richtung verschoben. Betrachtet wurde der Pixel
des Detektors, durch den sich dabei seine Kante bewegt. Abbildung 4.26 zeigt beispielhaft
eine simulierte Intensitédtsverteilung des Talbotmusters an der Stelle des Gitters G2. Im
Detektorkoordinatensystem befand sich die Kante des Zylinders dabei an der Stelle £ =
—2,040 mm, wihrend sich der betrachtete Pixel von §,_ = —2,075mm bis {,; = —1,975mm
erstreckt. Die Betrachtung des Talbotmusters erlaubt bereits eine qualitative Diskussion
der Kantensignale. Die mittlere Intensitéit nimmt fiir groflere Werte von £ ab. Hier sinkt die
Transmission aufgrund der zunehmenden Dicke des Objekts. Auflerhalb des Objekts manifestiert
sich der Beugungseffekt der Kantenanhebung. Die Intensitéit der Objektmessung ist hier im
Vergleich zur Referenzaufnahme leicht erhoht. Die Amplitude des Talbotmusters ist in den
vom Objekt bedeckten Bereichen des Pixels merklich erniedrigt. Gleichzeitig liegt hier keine
konstante Phasenverschiebung zwischen Objekt- und Referenzmessung vor. Mit der Divergenz
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Abbildung 4.26: Simulierte Intensititsverteilungen des Talbotmusters tiber der Breite eines
Pizels. Die Position der Kante des Zylinders wihrend der Objektmessung ist durch die schwarz
gestrichelte, vertikale Linie gekennzeichnet.

des differentiellen Phasenschubs an der Kante ist dessen Anderung in diesem Bereich so grof,
dass sich die Phase in der Objektmessung von Periode zu Periode des Talbotmusters merklich
dndert. In Wolf et al. (2015) wird dies durch eine gréBere Periodenlinge der Intensitétsverteilung
beschrieben. Bei der Abtastung des Talbotmusters beeinflussen diese Effekte die Parameter der
Phasesteppingkurven und folglich die rekonstruierten Bilder. Im Folgenden bezeichnen A, (&)
bzw. ®,(§) die Amplitude bzw. die Phase des Talbotmusters aulerhalb der Kante und A4;(&)
sowie ®;(&) die entsprechenden Werte in den vom Zylinder bedeckten Bereichen. Im Phasenbild
wird A® wegen A, > A; durch die Phase des Talbotmusters ¢, dominiert. Damit entsprechen
die Werte von A® nicht mehr dem mittleren differentiellen Phasenschub. Stattdessen sind
sie deutlich zu niedrig und es wirkt so, als séhe der Pixel das Messobjekt fast nicht, wie in
Abbildung 4.11 beobachtet. Die Tatsache, dass ®;(£) nicht konstant ist, fithrt dazu, dass die
Visibilitdt der Phasesteppingkurve nicht der mittleren Visibilitdt des Talbotmusters entspricht.

Abbildung 4.27 zeigt den Verlauf des jeweiligen Bildsignals im betrachteten Pixel in Abhéngigkeit
von der Position des Zylinders. Die Auftragung der Kantenposition ergibt sich aus der Differenz
der Position &, der rechten Pixelgrenze und {kante der linken Zylinderkante. Neben den Werten
der Transmission /Iy, des Dunkelfeldes V/V{) und des Phasenversatzes A® ist fiir letztere Kurve
auch der aus dem mittleren differentiellen Phasenschub erwartete Verlauf A® aufgetragen. Er
bestimmt sich aus Gleichung 2.26 und dem Integral des differentiellen Phasenschubs {iber den
betrachteten Pixel zu

Ep+
AT =221 di / ‘;20 de
N et} (4.58)
_ Az ) @(gp-&-) - ‘P(max{gKante7§p—}) .
g2 dq
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Abbildung 4.27: Verlauf von Transmission, Dunkelfeld und Phasenversatz gegeniiber der Kan-
tenposition des Zylinders. Rechts wurde die Dichte des Zylinders auf die Hilfte des eigentlichen
Wertes gesetzt.

Fiir den Phasenschub eines homogenen Zylinders gilt dabei

ol€) = {2k6\/r2 —(€—&)? firé—g<r (459

0 firé—& >r

mit r seinem Radius, & der {-Koordinate seines Mittelpunktes und § dem Dekrement seines
Brechungsindex. In Abbildung 4.27 ist der beobachtete Phasenversatz zwischen den Phase-
steppingkurven aus Objekt- und Referenzmessung stets kleiner als es der mittlere differentielle
Phasenschub erwarten lésst. Dies ist, wie im vorigen Absatz beschrieben, auf die unterschied-
lichen Amplituden im Talbotmuster zuriickzufiithren, welche bei der Phasenabtastung eine
stirkere Gewichtung der Bereiche im Freifeld zur Folge haben. Ferner erzeugt die Kante auch
einen starken Visibilitdtsverlust. Dieser nimmt zum Mittelpunkt des Objekts hin langsamer ab,
als nach auflen hin. Die Simulationen zeigen aulerdem, dass die Kantensignale in nicht trivialer
Weise vom Material des Objekts abhdngen. Dazu wurde die Dichte des Aluminiumzylinders in
einer zweiten Simulation auf die Hélfte des eigentlichen Wertes reduziert. Vergleicht man die
Ergebnisse beider Simulationen, so fiihrt die niedrigere Dichte zu einem schwécher ausgeprigtem
Visibilitéatsverlust, dessen Maximum sich zudem zu niedrigeren Werten der Kantenposition
verschiebt. Im Verlauf von A® ergeben sich ebenfalls merkliche Unterschiede. Wahrend im Fall
der gewohnlichen Dichte A® mit Eintritt des Objekts in den Pixel erst sogar leicht abfillt, um
dann bei &, — EKkante =~ 0,6 steil anzusteigen, nimmt der Phasenversatz fiir die halbe Dichte
gleichméfBiger mit der Kantenposition zu. In beiden Simulationen weisen die Kurven von A®
und V/V} eine fast regelméflige Modulation geringer Amplitude auf. Dies ist vermutlich durch
die starke Deformation der Wellenfront an der Kante bedingt, welche sich an dieser Stelle auf
das Talbotmuster {ibertréigt, siche Abbildung 4.26.

4.4.2 Betrachtungen zum Einfluss der zweiten Ordnung des Phasenschubs

Die Betrachtung von Abbildung 4.26 hat gezeigt, dass sich die Phasenlage des Talbotmusters in
der Nihe der Objektkante innerhalb einer Pixelbreite verdndert. In der folgenden Modellrechung
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Abbildung 4.28: Talbotmuster mit Anderung der Phasenlage. Der Pizel ist in Abschnitte der
Breite go eingeteilt. In jedem dieser Periodenabschnitte wird dem Talbotmuster die relative

Phase ®; zugeordnet.

soll diese Anderung durch die zweite Ableitung des vom Messobjekt erzeugten Phasenverlaufs
©(&) beschrieben werden. Dazu wird der betrachtete Pixel zunéchst in Abschnitte mit der
Breite der G2-Periode go eingeteilt. Dies ist in Abbildung 4.28 dargestellt. In jedem dieser
sogenannten Periodenabschnitte kann man der Intensitétsverteilung eine relative Phase ®;
zuordnen. Uber Gleichung 2.26 ist diese Phase mit der ersten Ableitung des Phasenverlaufs
©(&) verkniipft. Fiir die Anderung §®; = ®;,1 — ®; gilt damit

Az 0 N 0 o
R e ()
g2 3 o (4.60)
%0 pa '
=~ )\ZT 8762( 7? )

mit £’ der &-Koordinate des jeweiligen Periodenabschnitts.
Die im gesamten Pixel gemessene Intensitdt ergibt sich in Abhéingigkeit der Abtastposition x
aus der Summe

sin(2rzs + O,,) + 1 (4.61)

2|

N
-y
n=1

iiber alle seine Periodenabschnitte. Dabei wurde angenommen, dass die Amplitude A und die
mittlere Intensitéit I des Talbotmusters in jedem Abschnitt den gleichen Wert haben. Setzt man
ferner voraus, dass die Anderungen 6®; annihernd konstant sind und durch einen effektiven
mittleren Wert (0%2¢/0¢%)eg der zweiten Ableitung des Phasenverlaufs approximiert werden
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konnen, so ldsst sich die Summe in Gleichung 4.61 ausfithren. Man erhélt mit

I-1 sin(2rzs + ®o + ndP)

I
hE

I
M) =
Zle 2

3
I
—

(4.62)

[sin(2mzs + Pp) cos(nd®) + cos(2mzs + Pp) sin(ndP)]
1

n

einen Ausdruck in dem sich die Summen {iber cos(nd®) bzw. sin(nd®) iiber die geometrische
Reihe berechnen lassen. Es gilt:

N . .
ggsnmn5¢)::$HUV5¢/zLi§gfg;‘”5¢/2) (4.63)
N .
;cos(n(scp) = Sln(Né@/izle);é(/];f)—l— 1)02/2) . (4.64)

Einsetzen in Gleichung 4.62 liefert

Asin(No®/2) | . N +1 . (N+1
NW |:Sln(27Tst + (D()) COSs (2(5@) + COS(27TZCS + (I)()) Sin <2(5q)>:|

Asin(No®/2) . N +1
= LSMOTE) sin ( 2ma, + Bo + 5D ) .
N sin(69/2) S”1< s ot )

[—T=

(4.65)

Verglichen mit dem Fall §& = 0 ist die Amplitude der Phasesteppingkurve reduziert. Folglich
kommt es zu einem Signal im Dunkelfeld von

D Vo

= = (4.66)

sin(NéP/2)
N sin(6®/2) ' '

In Kleinwinkelnéherung, das heifit sin(d®/2) ~ d®/2, sowie unter Verwendung des Zusam-
menhangs N = dq/go zwischen der Anzahl an Periodenabschnitten, der Pixelbreite und der
G2-Periode stimmt Gleichung 4.66 mit dem von Yang & Tang (2012) gefundenen Ausdruck fiir
den Visibilitétsverlust durch die zweite Ableitung des Phasenverlaufs iiberein. Im Gegensatz zu
der hier verwendeten Modellrechnung erfolgt die Herleitung von Yang & Tang (2012) dabei
iiber eine Wellenfeldberechnung durch das Talbot-Interferometer mittels Fresnel-Beugung. Der
finale Ausdruck fiir das Dunkelfeldsignal lautet

. Az (0%
(Nzw <a§2)eﬁ>

mit sinc(z) = sin(7x)/mz dem Kardinalsinus.

In der Arbeit von Yang & Tang (2012) ergibt sich fiir (9%p/0¢?)cq der Wert der zweiten
Ableitung des Phasenverlaufs in der Mitte des betrachteten Pixels. Letzterer kann grundsétzlich
durch den Differenzenquotient zweiter Ordnung angenéhert werden, das heifit

o\ plépr) + (&) — 20(&)
<a§2>eﬁ - L | (468)

V
D:—:
Vo

(4.67)
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Abbildung 4.29: Verlauf des Dunkelfeldsignals gegeniiber der Kantenposition des Zylinders
verglichen mit der Vorhersage tiber Gleichung 4.67. Rechts wurde die Dichte des Zylinders auf
die Hilfte des eigentlichen Wertes gesetzt.

Im Fall des hier verwendeten Messobjekts, kann die zweite Ableitung an dieser Stelle alternativ
auch analytisch berechnet werden. Aus Gleichung 4.59 folgt mit

9%y —2kér?/ ( r2—(¢&— §Q)2>3 firé—¢& <r

PP oy _ 4.69
og7 ) 0 fiir € — &9 > 7 (469

ein Ausdruck, der allerdings fiir &€ — £y — r divergiert. Ebenso ist bereits die erste Ableitung
des Phasenverlaufs an der Zylinderkante nicht definiert, sodass eine Berechnung der mittleren
zweiten Ableitung in Analogie zu Gleichung 4.58 iiber

Ep+

0% 1 0%
CIRT AL o
max{€xante Ep—}

nicht moglich ist, solange kante > &p— gilt.

Abbildung 4.29 zeigt den simulierten Verlauf der Dunkelfeldsignale aus Abbildung 4.27. Zum
Vergleich sind dazu die iiber Gleichung 4.67 berechneten, aus der zweiten Ableitung des
Phasenverlaufs erwarteten Verldufe aufgetragen. Dabei wurde die zweite Ableitung am Pixel-
mittelpunkt sowohl numerisch iiber Gleichung 4.68 als auch analytisch tiber Gleichung 4.69
bestimmt. Solange der Pixel die Kante sieht, das heifit fiir Werte der Kantenposition zwischen
null und eins, sagt die Modellrechnung zwar starke Visibilitétsverluste voraus, jedoch stimmt
der berechnete Verlauf nicht mit den simulierten Signalen iiberein. Zur Ubereinstimmung der
simulierten und berechneten Verldufe kommt es erst bei Kantenpositionen zwischen 1,1 und 1,5,
wobei die numerische Approximation der zweiten Ableitung hier die etwas bessere Wahl fiir den
Effektivwert (92p/0¢?)og darzustellen scheint. Wie auch in Yang & Tang (2012) beobachtet,
konnen die absoluten Werte des Dunkelfeldsignals fiir den direkten Kantenbereich nicht korrekt
iiber die Beitréige der zweiten Ableitung wiedergegeben werden. Dafiir sind die Annahmen, dass
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die Amplitude A und die Anderungen §®; in der Phasenlage der Periodenabschnitte konstant
sind, zu restriktiv. Auflerdem stimmt die in Gleichung 4.65 aus der Modellrechnung bestimmte
Phase ®g + (N + 1)d®/2 unter diesen Annahmen noch mit dem Wert aus dem mittleren diffe-
rentiellen Phasenschub {iberein. Insgesamt ermoglicht die Betrachtung der zweiten Ableitung
des Phasenschubs somit zwar die Vorhersage, wo Objektkanten zu einem Visibilitéatsverlust
fithren, jedoch eignet sie sich nicht zur Elimination der Artefakte im Dunkelfeldbild bzw. zur
Korrektur der Fehler im Phasenbild. Im Folgenden soll daher eine weitere Modellierung des
Dunkelfeldsignals betrachtet werden.

4.4.3 Komplexer Dunkelfeldkontrast

In den meisten dem Autor bekannten Arbeiten zur Theorie des Dunkelfeldkontrasts, zum
Beispiel bei Nesterets (2008), Yashiro et al. (2010) oder Lynch et al. (2011), wird hinsichtlich
des Dekrements ¢ des Brechungsindex zwischen einem gleichméfligen, auflésbaren Anteil g
und einer feinkornigen, nicht auflésbaren Komponente §; unterschieden. Damit einher geht
die Annahme, dass das Dunkelfeldsignal durch d; bestimmt wird, wohingegen die gemessene
Phasenverschiebung A® allein von &5 abhingt. Die Beobachtungen in Abschnitt 4.4.1 deuten
auf Korrelationen zwischen Visibilititsverlust und Phasenversatz hin, sodass eine einfache
Separation des Dekrements d des Brechungsindex hinsichtlich seiner Beitrige zu den verschie-
denen Bildmodalitéten nicht sinnvoll erscheint. Eine theoretische Untersuchung der Beitrige
von ¢ zu beiden Bildmodalitédten findet sich bei Yang & Tang (2014). Dunkelfeldsignal und
Phasenverschiebung werden hier durch eine komplexe Grofie ausgedriickt, daher die Bezeichnung
“komplexer Dunkelfeldkontrast”.

Zur Herleitung des komplexen Dunkelfeldkontrasts

Anstatt auf der Separation von § in die beiden obig beschriebenen Anteile, fuf3t die Arbeit
von Yang & Tang (2014) auf der Annahme, dass sowohl der Phasenschub A als auch die
Projektion A = [ u(&, n) dn des Absorptionskoeffizienten auf Grofenskalen variieren, die nicht
kleiner als die G2-Periode go und die charakteristische Linge

_ Az g2

d —_— = 4.71
(¢ 9 mr 2 ( )

sind. Uber eine Wellenfeldrechnung mittels Fresnel-Beugung in paraxialer Niherung expandieren
Yang & Tang (2014) die Intensititsverteilung, iiber eine Pixelfliche in der Detektorebene
gesehen, in eine Fourierreihe und berechnen die Fourierkoeffizienten nullter und erster Ordnung.
Dabei beschreiben sie die einfallende Rontgenstrahlung als ebene, monochromatische Welle der
Amplitude Ey und gehen von ideal phasenschiebenden bzw. absorbierenden Gittern mit einem
Tastverhéltnis von jeweils 1/2 aus. Die Transmission des Wellenfeldes durch das Messobjekt
wird iiber die Projektionsndherung (vgl. Gleichung 2.10) bestimmt. Durch die Bedingung an
Ay und A iiber die charakteristische Linge d. kann das bei der Propagation von G1 nach G2
auftretende Beugungsintegral vereinfacht und fiir Ay und A entsprechende Taylorentwicklungen
eingesetzt werden. Die Details finden sich im Anhang von Yang & Tang (2014). Die Ergebnisse
fiir die Fourierkoeffizienten finden sich in Gleichung (18) und (19) ebenda. In der Notation der
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vorliegenden Arbeit lauten sie

&ptda/2 yp+da/2

E 2
co= 120 exp[~A(€9)] dy g (1.72)
d £p*dd/2 yp*dd/2
und
9 fp+dd/2 yp+dd/2 A d A d
2 L : —+ C) - — Uc,
O — i 7|r2§2| exp [—A(g,y) L Av(€ Y) . e(¢ y)
b ey da/2 yp—da/2 (4.73)
A C» A - Uc, - QA 9
cos [ o€ +de,y) + w(g de,y) (&, y) dy de

mit &, bzw. y, den Koordinaten des betrachteten Pixelmittelpunktes. Im Folgenden wird die
y-Koordinate, wie im bisherigen Verlauf dieser Arbeit, unter der Annahme von Homogenitét in
ebendiese Richtung zugunsten einer vereinfachten Notation vernachléssigt.
Durch einen Vergleich der komplexen Fourierkoeffizienten Cy und C; mit den Parametern
der Phasesteppingkurve aus Gleichung 2.22, welche der Darstellung einer Fourierreihe in
Amplituden-Phasen-Form (Hoffmann, 2011) entspricht, konnen sie mit den Bildmodalitéaten
verkniipft werden. Es gilt

Co=1 (4.74)

und

Oy = gexp [i <<I> - g)} . (4.75)

Die Information iiber die beiden Bildmodalititen A® und D ist dann in der komplexen Grofie

C1/Cy

o= 0 (4.76)
Ciet /G

kodiert, dem komplexen Dunkelfeldkontrast (Yang & Tang, 2014). Dabei bezeichnet C; den
jeweiligen Fourierkoeffizienten der Objektmessung und C{ef denjenigen der entsprechenden
Referenzaufnahme. Einsetzten von Gleichung 4.74 und 4.75 in Gleichung 4.76 ergibt

AT
¢ Ao/fo

exp [i(® — §p)]
(4.77)

— “//_(;exp [i(® — Dg)] .

Folglich erhélt man den differentiellen Phasenkontrast aus der komplexen Phase von D, das
heift
A® = arg(D.), (4.78)

und das Dunkelfeldbild aus dem Betrag des komplexen Dunkelfeldkontrasts, also

D=|D.| . (4.79)
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Abbildung 4.30: Verlauf der Kantensignale des Zylinders. Neben den Werten aus der Si-
mulation wurden A® und V/Vy iber Gleichung 4.78 und 4.79 aus Gleichung 4.82 berechnet
und aufgetragen. Rechts wurde die Dichte des Zylinders auf die Hdlfte des eigentlichen Wertes
gesetzt.

Durch Einsetzen von Gleichung 4.72 und 4.73 in Gleichung 4.76 erhélt man die Abhéngigkeit
des komplexen Dunkelfeldkontrasts von den Verteilungen von g und 6 zu

da/2
1 éptda/ exp [—A(f) B iA(p(§+dc)5Agp(§—dc)} o8 [Agp(§+dc)+A<p2(§—dC)—2A<p(§)] d¢
_ gp_dd/2
D = " . (4.80)
& ep[-AQ)]d¢
&p—da/2

Vergleich mit den simulierten Kantensignalen

Im Hinblick auf eine moégliche Implementierung des komplexen Dunkelfeldkontrasts in die SIR
gilt es, Gleichung 4.80 noch weiter zu vereinfachen. Yang & Tang (2014) nehmen an, dass
die Projektion A(£) des Absorptionskoeffizienten durch ihren Mittelwert iiber der Pixelfliche
ersetzt und folglich aus dem Integral herausgezogen werden kann. Nimmt man weiterhin an,
dass

Ap(§ +de) — Ap(§) = Ap(§) — Ap(€ — de) (4.81)

gilt, so erhélt man fiir Gleichung 4.80 nach Ersetzen des cos-Terms durch Exponentialfunktionen

Domg [ expl-i(ap(e) - Ap( — o) dt. (4.82)

Man beachte, dass dieser Ausdruck sensitiv auf Nichtlinearititen im Phasenverlauf ist. Im Fall
einer linearen Abhéngigkeit Ap(€) o< £ nimmt die Exponentialfunktion einen konstanten Wert
an, was geméafl Gleichung 4.79 zu einem Wert von V/Vy = 1 im Dunkelfeld fiihrt.

In Abbildung 4.30 sind die iiber Gleichung 4.78 und 4.79 aus Gleichung 4.82 berechneten Verldufe
von A® und D zum Vergleich mit den Werten aus der Simulation gegeniiber der Kantenposition
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Abbildung 4.31: Simulierte Kantensignale und Berechnungen tiber den komplexen Dunkelfeld-
kontrast ohne Absorption (links) und bei Beriicksichtigung deren Einflusses mittels Gleichung
4.88.

des Zylinders aufgetragen. Das Integral in Gleichung 4.82 wurde dabei numerisch durch eine
Summe approximiert. Im Gegensatz zur Modellierung des Dunkelfeldes iiber die zweite Ableitung
des Phasenverlaufs, siche Abbildung 4.29, stimmt hier der aus der Modellrechnung vorhergesagte
Verlauf relativ gut mit den simulierten Werten iiberein. Ebenso reproduziert der komplexe
Dunkelfeldkontrast den Verlauf des Phasenversatzes besser als die Abschitzung iiber den
mittleren differentiellen Phasenschub in Abbildung 4.27.

Fiir beide Simulationen zeigen sich Abweichungen zu den Signalverldufen aus dem komplexen
Dunkelfeldkontrast. So sind die Kantenpositionen des maximalen Visibilititsverlusts leicht
verschoben, ebenso die Stellen des maximalen Anstiegs von A®. Diese Abweichungen nehmen
im Fall der reduzierten Dichte des Messobjekts ab, was die Vermutung nahelegt, dass die
obig beschriebene Ersetzung von A() durch seinen Mittelwert nur fiir schwach absorbierende
Objekte bis zu einem gewissen Schwellenwert giiltig ist. Diese Vermutung bestétigt eine
weitere Simulation, in der der Absorptionskoeffizient von Aluminium auf null gesetzt wurde.
Die Abweichungen zwischen simulierten und berechneten Verldufen — auf letztere hat der
verschwindende Absorptionskoeffizient keinen Einfluss — sind in diesem Fall deutlich reduziert,
siehe Abbildung 4.31. Verzichtet man auf die Vereinfachung von Yang & Tang (2014) beziiglich
der Projektion A(), so lisst sich Gleichung 4.80 annéhern durch

§p+dd/2
& J exp[A) — 1 (Ap(€) — Ap(€ — do))] d¢
D ~ fp_dd/2 (4 83)
©” €p+da/2 ' :
= | exp[-A©)]d¢
€p—da/2

Wie Abbildung 4.31 zeigt, fiihrt dies im Vergleich zu der Naherung iiber Gleichung 4.82 in
Abbildung 4.30 zu einer besseren Ubereinstimmung zwischen Simulation und Berechnung der
Kantensignale.
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Verwendung in der SIR

Im Folgenden soll der komplexe Dunkelfeldkontrast in die SIR eingebunden werden. Zugunsten
einer geringeren Komplexitét bei der Berechnung der Log-Likelihood-Funktion und ihres Gra-
dienten, wird Gleichung 4.82 zur Approximation der Grofle D, verwendet. Zwar wies sie im
Vergleich zu Gleichung 4.83 vor allem bei stédrker absorbierenden Objekten gréfere Abweichun-
gen zu den simulierten Kantensignalen auf, jedoch kann dies im Fall der CT-Rekonstruktion
gegeniiber anderen limitierenden Faktoren in der Modellierung, beispielsweise die diskretisierte
Darstellung des Messobjekts oder die approximative Beschreibung des Messvorgangs iiber die
Projektoren, wohl vernachlissigt werden.

Das Vorwértsmodell aus Gleichung 3.1 zur Bestimmung des Erwartungswertes J\_fm nimmt die
Form

Nis = NT; [1 + V;"D; | D§| cos (@?}S + arg (DY))] (4.84)
an. Das Integral in Gleichung 4.82 wird numerisch durch eine Summe approximiert, das heif3t

ny

pe=Y" :Ll exp [~i(Ap(Er) — Ap(Ery — de))]
= (4.85)

ny
1 : 1)

J

Die Punkte &;; seien dabei dquidistant iiber die Breite des Pixels mit Mittelpunkt ; verteilt.
Der Phasenschub Ay kann analog zu A in der Transmission, siehe Abschnitt 3.1.1, iiber den
Vorwértsprojektor M;; ausgedriickt werden. Geméfl Gleichung 2.12 muss letzterer dazu mit
der Wellenzahl skaliert werden, das heit M;; — kM;;. Die Differenz der in {-Richtung um
d. verschobenen Phasenschiibe wird dann durch die Differenz AM;; des jeweiligen Paares
Koeffizientenmatrizen beschrieben. Dies ist schematisch in Abbildung 4.32 dargestellt. Es
ist fraglich, inwieweit die Diskretisierung des Messobjekts und die limitierte Auflésung des
abbildenden Systems es erlauben, die benttigten Differenzen des Phasenschubs — d. ist gemé&f
Gleichung 4.71 von der Groflenordnung der G2-Periode — wahrend der Rekonstruktion zu
reproduzieren. Dies ist eine Herausforderung der Methode. Ferner gilt es zu beachten, dass
Gleichung 4.84 mit D; die Beschreibung des Visibilitéitsverlusts durch den Streukoeffizienten e
beinhaltet. Laut den Annahmen in der Herleitung des komplexen Dunkelfeldkontrasts, wiirde
dieser nun das Dunkelfeld von Strukturen beschreiben, die auf Groéflenskalen kleiner gs bzw. d.
variieren.

Durch das neue Vorwirtsmodell aus Gleichung 4.84 &ndert sich der Gradient VI der Log-
Likelihood-Funktion. Insbesondere die Komponenten 01/0¢; erfordern eine komplette Neube-
rechnung. Es gilt

0 n; 0
=) (== —1)NTV D, Y D$))— | D§
a5, =2 (N ) i LV [COS( i, +arg( z))(%j! il
(4.86)
- IDflsin(<I>?s+eufg(D§))7(9 arg(Dj) | -
’ 8(%
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Abbildung 4.32: Schematische Darstellung zur Berechnung von D.. Der Projektor AMZ-(;)
liefert die Differenz der Phasenschiibe bei §; und & ; — d.. Der komplexe Dunkelfeldkontrast
ergibt sich aus der Mittelung einer komplexen Exponentialfunktion mit dieser Differenz im
Argument tber den Detektorpizel.

Die Ableitungen des Betrags und des Arguments von D{ konnen iiber

) 1 0D¢ 9 ) 1 9|D¢|

+ iE arg(Dy) (4.87)

—InDj = In|D;j| +i— D) =
oz D ox g D F g, arelDh) = ipe =5 g,
durch den Real- bzw. den Imaginé‘u‘teil der Ableitung von D5 ausgedriickt werden. Man erhélt
1 0
D;| = |Ds Dy 4.
521081 = D1 e (52 7. (1.58)
und 5 Lo
— D{)y=Im | ——D; | . 4.
g (D) =t (5 5 (4.59)
Insgesamt ergibt sich der Gradient damit zu
o _
87},6][ = ; (Ni,s - ni,s) : Mij ’ (490)
9 Ni,s 0 0 c 0 [ 1 9 ¢
%l = ; <Ni,s - 1> N;T;V;°D; | D5| [cos (@7, +arg(D5)) Re e 5, ——D;
— sin (97, + arg(D{)) Im iiDC (4.91)
B ! Df 00,
0 N s c c
aT]l = Z (1 — N) NYT, V" D; |D{| cos (9}, + arg(D5)) - My; , (4.92)
mit
9 | . Oc | o nas®
gDC = ; - exp 1;AMH€ O | 1AM, (4.93)
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Abbildung 4.33: Rekonstruktion tber den komplexen Dunkelfeldkontrast auf einem Gitter
aus 220 x 220 Blobs mit den Rekonstruktionsparametern R = 0,386, m = 2 und o = 4,58

Fin erster Test der SIR unter Beriicksichtigung des komplexen Dunkelfeldkontrasts erfolgte
anhand des simulierten Datensatzes aus Abschnitt 4.2.1. Eingangs wurde mit den dort auf-
gefiihrten Parametern rekonstruiert. Zur Approximation von DY iiber Gleichung 4.85 wurde
n; = 50 gewéhlt. Die Rekonstruktionen terminierten erfolgreich. Allerdings gelingt es der neuen
Modellgebung nicht, den Visibilitédtsverlust komplett ohne Beitrége durch die Streukoeffizienten
€; zu reproduzieren. Ebenso wenig fithrt der komplexe Dunkelfeldkontrast, verglichen mit den
Ergebnissen aus Abbildung 4.11, zu einer Reduktion der Fehler im §-Bild. Beide Ergebnisse
stehen im Widerspruch zu den vorangegangenen Betrachtungen, wo die Modellierung durch
den komplexen Dunkelfeldkontrast gut mit den simulierten Kantensignalen iibereinstimmt.
Als moglicher Grund fiir das Misslingen in der Rekonstruktion kommt die Diskretisierung des
Messobjekts in Frage. In den Ergebnissen aus Abbildung 4.30 und 4.31 konnte der Phasenschub
aufgrund der einfachen Struktur des Messobjekts beliebig genau berechnet werden. Bei einer
Darstellung des Zylinders iiber Voxel oder Blobs ist dies nicht md&glich. Diesbeziiglich ist zudem
festzuhalten, dass die Kanten der Voxel Artefakte in den projizierten Werten D, hervorrufen
konnen. Fine alternative Moglichkeit ist, dass die komplexere Modellbildung zu Problemen des
Optimierungsalgorithmus bei der Minimierung der Zielfunktion fiihrt und dadurch die wahre
Losung nicht erreicht wird.

Zur Priifung der ersten Erklarung wurde versucht, die Rekonstruktion auf einem feineren Gitter
an Bildbasisfunktionen durchzufiihren, was eine prézisere Modellierung der Variationen im
Phasenschub erlauben sollte. Aufgrund der beobachteten Artefakte in der Abschitzung des
komplexen Dunkelfeldkontrasts bei Verwendung der voxelbasierten Projektoren kam hierbei
ein Gitter aus 220 x 220 Blobs zum Einsatz. Damit die groflere Anzahl an Basisfunktionen
nicht zu einem stéirkeren Rekonstruktionsrauschen fiihrt, wurde die Zielfunktion um den
Regularisierungsterm aus Abschnitt 4.3.2 ergidnzt. Wie in Abbildung 4.33 gezeigt, konnen
die angestrebten Verbesserungen im Phasen- und Dunkelfeldbild auch mittels der feineren
Diskretisierung nicht erreicht werden. Die Frage, ob dies ein Problem der diskreten Modellierung
oder der numerischen Optimierung ist, konnte hier abschlieend nicht geklart werden. Da weitere
Verfeinerungen des Rekonstruktionsgitters zu einem immer grofler werdenden Rechenaufwand
fithren, bieten sich diesbeziiglich eventuell Untersuchungen in einer héheren Talbotordnung an,
was eine Zunahme der charakteristischen Lange d. bewirkt und somit eine Betrachtung der
Variationen des Phasenschubs bei grofieren Abstédnden.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurden Untersuchungen zu einer neuartigen iterativen Rekonstruk-
tionsmethode fiir die Computertomographie im Feld der gitterbasierten Rontgenbildgebung
durchgefithrt. Anders als herkdmmliche Verfahren operiert der Rekonstruktionsalgorithmus
direkt auf den gemessenen Intensitétswerten. Schéatzwerte fiir die drei Bildmodalitéten der
Talbot-Lau-Rontgenbildgebung werden dabei simultan mittels Likelihood-Maximierung er-
halten. Das untersuchte Rekonstruktionsverfahren eignet sich insbesondere fiir Datensétze
bzw. Aufnahmen mit unvollstindigen Phasesteppingdaten. In dieser Arbeit wurden dazu drei
mogliche Aufnahmeschemata untersucht, in denen pro Winkelschritt der CT nur eine Aufnahme
gemacht wird: das Schema “konstant” mit fester Position des Analysatorgitters, das Konzept
“random” mit einer zufiilligen Abtastposition in jeder Projektion und das Protokoll “interlaced”,
in welchem mit den Winkelschritten zyklisch durch die vorgegebenen Gitterpositionen eines
Phasestepping-Scans iteriert wird.

Die Methode wurde anhand der Messdaten eines Phantoms, iiber kiinstlich mit Hilfe einer
Wellenfeldsimulation generierte Datensétze sowie mittels eines numerischen Phantoms evaluiert.
Bei Rekonstruktionen mit vollstandigen Phasesteppingdaten erzielte das iterative Verfahren
dabei stets Ergebnisse, die vergleichbar mit denen einer gefilterten Riickprojektion sind. Fiir
die simulierten Daten hat sich gezeigt, dass Effekte wie die Kantenanhebung in den iterati-
ven Rekonstruktionen einen gréfleren Einfluss auf die Ergebnisse haben. Sie miissten in der
Vorwirtsrechnung beriicksichtigt werden, sollten sie auch in Realitéit in Erscheinung treten.
Fiir den Messdatensatz wurden in den rekonstruierten Schnittbildern zudem die Kontrast-
Rausch-Verhéltnisse bestimmt. Die Resultate der neuen Methode wiesen dabei im Vergleich zu
ihren Gegenstiicken aus der FBP ein merklich stirkeres Bildrauschen auf. Betrachtungen zur
Konvergenz der iterativen Optimierung konnten zeigen, dass der Absorptionskoeffizient die
Likelihood-Funktion deutlich stdrker beeinflusst als das Dekrement des Brechungsindex oder
der Streukoeffizient des Dunkelfelds. Entsprechend konvergierte er wesentlich schneller als die
anderen beiden Bildmodalititen.

Analoge Untersuchungen wurden fiir die drei vorgeschlagenen Aufnahmeprotokolle mit einem
Phasestep pro Projektionswinkel durchgefiihrt. Das Schema “konstant” fiihrte dabei in keinem
Fall zu einer erfolgreichen Rekonstruktion. Beziiglich der anderen beiden Varianten konnte
gezeigt werden, dass die entsprechend reduzierten Datensétze prinzipiell noch die fiir eine er-
folgreiche Rekonstruktion benéttigte Information enthalten. Die Qualitdt der Ergebnisse variiert
dabei. Sie profitiert von einer moglichst breiten Phasenabtastung in einem moglichst kleinen
Winkelbereich. Das Absorptionsbild konvergiert auch hier am schnellsten, die Konvergenz des
Streukoeffizienten verlduft am langsamsten. Er weist auch die groten verbleibenden Fehler
bzw. Abweichungen zu den Rekonstruktionen iiber den jeweils vollen Datensatz auf. Fiir die
Protokolle “random” und “interlaced” haben die Betrachtungen zum numerischen Phantom —
anders als im Fall vollstindiger Phasesteppingdaten — gezeigt, dass sich allein aufgrund der
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mangelnden Konvexitit der Zielfunktion Ergebnisse ergeben konnen, die merklich von den
wahren Verteilungen der Bildkoeffizienten abweichen.

Bei der Evaluation des Rekonstruktionsverfahrens wurden drei verschiedene Projektoren in
der Vorwirtsrechnung eingesetzt: der Projektor nach Siddon, der distance-driven Projektor
sowie eine Methode auf Basis von Blobs. Die letzten beiden wurden im Verlauf dieser Arbeit
in die Rekonstruktionsumgebung implementiert. Die Methode nach Siddon lieferte das beste
Konvergenzverhalten, das heifit eine erfolgreiche Termination des Optimierungsverfahrens nach
moglichst wenigen Iterationen. Die Reprisentation der Schnittbilder durch Blobs fiihrt dagegen
zu einer inhdrenten Glattung und ermdglicht eine direkte Implementierung der differentiellen
Projektion. Die Konvergenz des Streukoeffizienten ist im Vergleich zu den anderen beiden
Projektoren um ein Vielfaches langsamer. In zukiinftigen Arbeiten biete sich daher eventuell
eine Mischform aus zwei Projektoren an, in der Absorption und Phasenkontrast durch Blobs,
der Streukoeffizient hingegen durch Voxel diskretisiert wird.

Die grofiten Nachteile der iterativen Methode sind die mit ihrem hohen Rechenaufwand ver-
kniipfte Rekonstruktionsdauer sowie das im Vergleich zur FBP verstirkte Bildrauschen. Es
wurde gezeigt, dass die Konvergenz des Optimierungsverfahrens durch die Wahl von Startwerten
aus einer FBP beschleunigt werden kann. Fiir den Fall unvollstédndiger Phasesteppingdaten, die
keine Phasenrekonstruktion und somit keine direkte Rekonstruktion iiber die FBP erlauben,
wurde mit einer pixelweisen Interpolation der Intensitidtswerte die Moglichkeit geschaffen, den-
noch Startwerte fiir das iterative Verfahren zu generieren. Diese Methode gilt es in nachfolgenden
Arbeiten gezielt zu evaluieren. Des Weiteren kénnen Anderungen am Optimierungsalgorithmus
zu Verbesserungen des Konvergenzverhaltens fithren. So berichteten Brendel et al. (2016)
kiirzlich {iber eine im Vergleich zum CG-Algorithmus schnellere Konvergenz bei Verwendung
eines einfachen Gradientenverfahrens, welches die Zielfunktion stets nur beziiglich eines Bildes
optimiert und dabei zwischen den drei Bildmodalitdten alterniert.

Zur Reduktion des Bildrauschens wurde die Zielfunktion um einen Regularisierungsterm,
basierend auf der Huber-Funktion, ergéinzt. Die Kontrast-Rausch-Verhéltnisse in den Rekon-
struktionen konnten dadurch erhoht werden. Die priagnantesten Verbesserungen ergeben sich
dabei im Absorptionsbild, wohingegen es im Phasenkontrast zu Kontrasteinbuflen kommen
kann. Diesbeziiglich lohnt es sich nach alternativen Funktionen fiir die Regularisierung zu
suchen.

In weiteren Untersuchungen wurden die Auswirkungen von Objektkanten auf das Signalverhalten
in den einzelnen Bildmodalititen analysiert. Im Dunkelfeldbild ergeben sich richtungsabhéngige
Visibilitdtsverluste, was zusammen mit der isotropen Beschreibung durch den Streukoeffizienten
zu Inkonsistenzen in den Rekonstruktionen fiihrt. Beziiglich des Phasenkontrast hat sich gezeigt,
dass der einfache Zusammenhang zwischen differentiellem Phasenschub und Phasenversatz
der Phasesteppingkurven an Kanten nicht mehr giiltig ist, was in der Computertomographie
falsch rekonstruierte Werte fiir das gesamte Messobjekt nach sich zieht. Die Signale beider
Bildmodalititen konnten mittels Simulationen qualitativ iiber das Verhalten von Amplitude
und Phase des Talbotmusters erklart werden. Von den im Anschluss daran untersuchten
Modellen erwies sich der von Yang & Tang (2014) eingefiihrte komplexe Dunkelfeldkontrast als
geeignet, die simulierten Kantensignale zu reproduzieren. Die Integration dieses Modells in die
Vorwirtsrechnung der Rekonstruktionsumgebung erbrachte allerdings nicht die gewiinschten
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Verbesserungen in den Schnittbildern. Ob dies an der Diskretisierung des Messobjekts oder
dem Optimierungsalgorithmus scheitert, konnte final nicht geklart werden.

Aufgrund der Moglichkeit, mit einer Aufnahme pro Winkelschritt zu rekonstruieren, wiére es ein
Fernziel der vorgestellten Methode, die Talbot-Lau-Phasenkontrastbildgebung auf kontinuierlich
rotierenden Scan-Einheiten zu etablieren. Dazu sei betont, dass in allen in dieser Arbeit
durchgefiithrten Rekonstruktionen die Freifeld-Phasesteppingkurven bekannt waren. Es werden
also Verfahren benétigt, die es erlauben, Verdnderungen in den Freifeldsignalen, bedingt etwa
durch thermische Effekte, zuverldssig aus einer einmaligen Messung vorherzusagen. Dies kann
durch die Betrachtung von Bereichen der Objektmessung unterstiitzt werden, die nicht vom
Messobjekt verdeckt sind. Beziiglich der Modellgebung gilt es, weitere Korrelationen zwischen
den einzelnen Bildern zu beriicksichtigen. So bestimmen sich der Absorptionskoeffizient und das
Dekrement des Brechungsindex aus der Elektronendichte und der (effektiven) Kernladungszahl
des jeweiligen Materials (Qi et al., 2010). Ferner wire die Einbeziehung spektraler Effekte, wie
der Strahlaufhértung oder der Strahldispersion, wiinschenswert. Im Hinblick auf die Ergebnisse
bei der Modellierung des komplexen Dunkelfeldkontrasts in der Rekonstruktion, empfiehlt es
sich diesbeziiglich, kompliziertere Modelle nicht direkt in die Vorwértsrechnung und damit
auch in das Optimierungsschema einzubinden. Stattdessen kann versucht werden, derlei Effekte
iiber Vor- bzw. Nachbearbeitungsschritte der Datensitze zu behandeln. Eine Uberladung des
eigentlichen Rekonstruktionsalgorithmus wird dann vermieden.
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