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1. Motivation

1.1 Entdeckung di�user TeV-Gammastrahlung im Galak-

tischen Zentrum

Bis zum heutigen Tag ist die Quelle kosmischer Strahlung nicht eindeutig bestimmt. Aus diesem
Grund gibt es zu diesem Thema immer wieder Verö�entlichungen, welche mögliche Quellen und
Messungen mit Indizien auf diese Quellen vorstellen. In diesem einführenden Abschnitt werden
die Erkenntnisse aus [2] zusammengefasst, um einen kurzen Überblick über die Thematik zu
liefern.

Eine Methode kosmische Strahlung nachzuweisen und zu untersuchen, liefert die Betrachtung
von Gammastrahlung, welche bei Interaktion der kosmischen Strahlung mit den Molekülen
interstellaren Gases entsteht. Die für Emission hochenergetischer Gammastrahlung verantwort-
lichen Prozesse können in leptonische und hadronische Prozesse unterteilt werden. Unter die
leptonischen Wechselwirkungsprozesse fallen der inverse Compton-E�ekt und die Bremsstrah-
lung, während der hadronische Wechselwirkungsprozess den Zerfall neutraler Pionen, welche
bei Wechselwirkung kosmischer Protonen miteinander entstehen, umfasst.
Die frühe Untersuchung der Galaktischen Ebene mit dem Energetic Gamma Ray Telescope
(EGRET), welches auf dem NASA Satelliten Compton Gamma Ray Observatory (CGRO)
angebracht war, zeigte bereits, dass es möglich war, kosmische Strahlung mithilfe von Gamma-
Emission aus molekularen Gaswolken nachzuweisen. Dabei fand man heraus, dass die Flussdich-
te der Gammastrahlung ungefähr der Dichteverteilung interstellaren Gases folgt. Aufgrund der
beschränkten Au�ösung von EGRET mit ≈ 1 ◦ konnten damit allerdings nur die nähesten mole-
kularen Gaswolken aufgelöst werden und das Galaktische Zentrum erschien als kontinuierliches
Strahlungsband.
Dagegen zeigen Aufnahmen des High Energy Stereoscopic System (H.E.S.S.) in Abbildung 1.1a
deutliche Punktquellen im Bereich des Galaktischen Zentrums. Dies liegt zum einen daran, dass
das H.E.S.S. mit einer Winkelau�ösung von besser als 0.1 ◦ ausgestattet ist, allerdings auch an
dem von ihm erreichten Energiebereich. Während mit satellitengestützen Detektoren ein Ener-
giebreich Mev ∼ 10 GeV erreicht werden kann, arbeitet das H.E.S.S. im Teraelektronenvolt-
Bereich. Es konnten deutliche Punktquellen im Bereich des supermassiven Schwarzen Loches
Sagittarius A* und des Supernova-Überrests oder Pulsarwindnebels G0.9+0.1 gefunden wer-
den. Durch Abzug des besten Fit-Models von punktförmiger Emission an den Stellen der beiden
Quellen ergibt sich aus Abbildung 1.1a die untere Abbildung 1.1b.
Man erkennt hier einen ausgedehnten Emissionsbereich von di�user Gammastrahlung am Ort
der unidenti�zierten EGRET-Quelle 3EG J1744-3011 und eine wesentlich gröÿer ausgedehnten
Emissionsbereich di�user Strahlung nahe dem Galaktischen Zentrum. Dieser gröÿere Emissi-
onsbereich erstreckt sich über 2 ◦ entlang der Galaktischen Ebene und ca. 0.2 ◦ in Galaktischer
Breite. Unter Annahme von Emission der Gammastrahlung nahe dem Galaktischen Zentrum
in 8.5 kpc Entfernung entspricht die beobachtete Höhe ca. 30 pc. Dies wiederum korrespondiert
sehr gut mit der Ausdehnung von Molekülwolken interstellaren Gases in diesem Bereich, welche
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6 1. Motivation

Abbildung 1.1: Aufnahmen des Galakti-
schen Zentrums im sehr hochenergetischen
γ-Strahlungsbereich
(a) Ereigniszahl-Karte von γ-Strahlen
(b) gleiches Bild nach Abzug der zwei domi-
nanten Punktquellen. Es ist ein ausgedehn-
tes Band an Gammastrahlung erkennbar.
Die Achsen sind Galaktische Länge (x) und
Galaktische Breite (y) in Grad. Die Farbska-
la ist in dimensionslosen Events angegeben.
Die weiÿen Konturlinien deuten die Dich-
teverteilung molekularen Gases, bestimmt
mithilfe der CS-Emission, an. Die Positi-
on und Gröÿe des möglichen Supernova-
Überrests G0.9+0.1 wird durch den gelben
Kreis gekennzeichnet. Der schwarze Stern
markiert die Position von Sagittarius A*.
Die 95 % Kon�denz-Bereiche der Positio-
nen der beiden unidenti�zierten EGRET-
Quellen sind durch die gestrichelten, grünen
Ellipsen angedeutet.

anhand ihrer CO- und CS-Emission nachgewiesen wurden [7], und deren Dichteverteilung in
Abbildung 1.1b mit weiÿen Konturlinien eingezeichnet sind.
Die Korrelation zwischen Gammastrahlungsemission und vorhandener Materie legt die Vermu-
tung nahe, dass es sich hierbei um die Wechselwirkung kosmischer Strahlung mit interstellarem
Gas handelt.
Nun jedoch stellt sich die Frage, wo diese di�use γ-Strahlung und somit die kosmische Strahlung
ihren Ursprung hat.

1.2 Mögliche Erklärung des Ursprungs der di�usen Emis-

sion

Für den Fall, dass die Energieverteilung der kosmischen Strahlung einem Potenzgesetz folgt,
liegt der spektrale Index dieser γ-Strahlung nahe an dem der kosmischen Strahlung selbst.
Vergleicht man die Dichteverteilung des Gases mit dem Fluss der Gammastrahlung, so erkennt
man, dass beide Gröÿen gut miteinander korrelieren. Wie man aus Abbildung 1.2 entnehmen
kann, besitzt der spektrale Index einen Wert von 2.3, welcher wesentlich härter ist, als der in
der solaren Nachbarschaft mit einem Wert von 2.75.
Dies, sowie die wesentlich höher als erwartete Flussdichte von Gammastrahlung im TeV-Bereich
legen nahe, dass eine zusätzliche Quelle kosmischer Strahlung neben dem kosmischen Strahlungs-
See im Bereich des Galaktischen Zentrums vorhanden sein muss. Die Energie, die benötigt wird,
um diese zustätzliche Komponente zu beschleunigen wird auf 1049 erg, wenn das beobachtete
Spektrum im Bereich 4 − 40 TeV liegt, bzw. ≈ 1050 erg, wenn das beobachtete Spektrum im
Bereich 109 eV bis 1015 eV liegt, geschätzt.
Betrachtet man eine typische Supernova-Explosion mit Energie 1051 erg, hätte der beobachte-
te Überschuss kosmischer Strahlung in einem einzigen solchen Ereignis unter der Annahme,
dass ca. 10 % der Energie in die Beschleunigung kosmischer Strahlung �ieÿen, entstanden sein
können. Auÿerdem hätte dieses Ereignis vor nicht allzu langer Zeit statt�nden müssen, da die
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Abbildung 1.2: Energieverteilung der Galaktischen kosmischen Strahlung
Fluss der γ-Strahlung pro Steradiant im Bereich des Galaktischen Zentrums (Datenpunkte) verglichen mit
dem erwarteten Fluss unter Annahme eines Spektrums der kosmischen Strahlung gleich dem in der solaren
Nachbarschaft (graues Band).
Die ausgefüllten Kreise zeigen das Spektrum im Bereich der Galaktischen Länge l < 0.8◦ und Galaktischer
Breite b < 0.3◦. Dieses lässt sich durch ein Potenzgesetz der Form dN/dE = k · E−Γ, wobei E in TeV
angegeben ist, beschreiben. Die Werte der Parameter ergeben sich dann zu k = (1.73± 0.13stat ± 0.35sys) ·
10−8 TeV−1cm−2s−1sr−1 und Γ = 2.29±0.07stat±0.02sys. Das graue Band zeigt den Fluss an γ-Strahlung,
welcher aufgrund von π0-Zerfall in dieser Region erwartet wird unter Annahme eines Spektrums der kosmi-
schen Strahlung gleich dem in der solaren Nachbarschaft und einer Masse des Gases in dieser Region von
(1.7− 4.4) · 107 Sonnenmassen, welche anhand von CS-Messungen geschätzt wurde. Ab einer Energie von
1 TeV ist der gemessene Verlauf einen Faktor von 3− 9 gröÿer als der erwartete.
Die gröÿte Emission abseits der hellen zentralen Quelle HESS J1745-290 tritt nahe dem Sgr B Komplex
im Bereich 0.3◦ < l < 0.8◦, −0.3◦ < b < 0.2◦ auf, dessen Energiespektrum mithilfe der o�enen Kreise
eingezeichnet ist. Das Spektrum der zentralen Quelle HESS J1745-290 ist durch die gestrichelte Linie zum
Vergleich eingezeichnet.

kosmische Strahlung noch nicht aus dem Galaktischen Zentrum di�undiert ist.
Die betrachtete Morphologie und das Spektrum der Gammastrahlung lassen den Schluss zu,
dass ein oder mehrere Beschleuniger kosmischer Strahlung in den letzten 10 000 Jahren im
Galaktischen Zentrum aktiv waren.
Der Umstand, dass der Photon-Index der di�usen Strahlung innerhalb der Fehler gleich dem
der zentralen Quelle HESS J1745-290 ist, lässt diese als eine mögliche Quelle der kosmischen
Strahlung erscheinen. In der 1'-Fehlerbox um dieses Objekt �nden sich zwei mögliche Quellen,
welche als Quellen für HESS J1745-290, und somit als Quellen kosmischer Strahlung, in Frage
kommen. Erstere ist der Supernova-Überrest Sagittarius A East mit einem geschätzten Alter
von 10 kyr, und zweitere das supermassive Schwarze Loch Sgr A* im Zentrum unserer Galaxie.
Bei einer geringen Anzahl an Quellen der kosmischen Strahlung wird das hadronische Modell,
bei dem die di�use Gammastrahlung durch Zerfall neutraler Pionen hervorgerufen wird, be-
vorzugt. Der Grund für diese Bevorzugung ist, dass Protonen aufgrund ihrer gröÿeren Masse
eine längere mittlere Wegstrecke bis zum Ort ihrer Wechselwirkung als Elektronen zurücklegen
und sich unter der Annahme von wenigen Quellen für die kosmische Strahlung nur damit das
beobachtete Bild aus Abbildung 1.1b ergeben kann.
Eine alternative Möglichkeit die Emission von Gammastrahlung im Galaktischen Zentrum zu
erklären, ist jedoch, dass eine Population an Elektronenbeschleunigern das beobachtete Gam-
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maspektrum via inverser Compton-Streuung erzeugt. Ausgedehnte Objekte mit dieser Art der
Teilchenemission mit einem spektralen Photon-Index nahe 2.3 treten an anderer Stelle in un-
serer Galaxie auf. Die Hauptpopulation dieser Quellen, wie zum Beispiel Pulsarwindnebel,
würde dann ungefähr der Verteilung der molekularen Gaswolken folgen, also die Verteilung der
einzelnen Quellen würde der Verteilung der Gaswolken entsprechen. Allerdings würden TeV-
Elektronen im starken Photon- und hohen Magnetfeld in und um die molekularen Gaswolken
sehr schnell an Energie verlieren. Aus diesem Grund werden eher punktförmige denn di�use
Quellen erwartet, die gleichzeitig noch deutlich im Röntgen-Bereich zu sehen sein sollten. Um
dennoch eine Gamma-Emission zu erhalten, die der beobachteten entspricht, wird die Existenz
ungefähr zehn oder mehr solcher Quellen benötigt. Dies scheint jedoch sehr unwahrscheinlich,
weshalb man den neutralen Pion-Zerfall hervorgerufen durch kosmische Protonen als wahr-
scheinlichstes Szenario betrachtet.

Ist man jetzt in der Lage, den Transport der Protonen zu verstehen, und noch unbekannte
Parameter, wie die Magnetfeldstärke des Magnetfeldes in den molekularen Gaswolken zu be-
stimmen, ist man, was die Bestimmung von Quellen kosmischer Strahlung angeht, einen groÿen
Schritt weiter. Das liefert also die Motivation die Bewegung geladener Teilchen in turbulenten
kosmischen Magnetfeldern zu analysieren.
Diese Arbeit baut auf den Erkenntnissen einer noch nicht verö�entlichten Masterarbeit zum
di�usen Teilchentransport in turbulenten kosmischen Magnetfeldern auf. Die zur Simulation
und Auswertung der Daten benutzte Software wurde von Alexander Ziegler im Rahmen seiner
Masterarbeit entworfen und erstellt.
Ziel dieser Arbeit ist es, den Ein�uss verschiedener Turbulenzmodelle und verschiedener ma-
ximaler Wellenlängen des turbulenten Magnetfelds auf die bereits bestehende Simulation zu
erforschen, den Ein�uss der maximalen Wellenlänge des turbulenten Feldes auf aus der Simu-
lation abgeleitete Di�usionskoe�zienten zu untersuchen und unsere Ergebnisse mit vorange-
gangen Arbeiten zu vergleichen. Zunächst wird im ersten Teil der mathematische Formalismus
eingeführt, der zur Beschreibung von di�usem Teilchentransport in turbulenten Magnetfeldern
benötigt wird. Dies umfasst den Teilchentransport geladener Teilchen in homogenen und turbu-
lenten Magnetfeldern und die Di�usion von Teilchenensembles geladener Teilchen in turbulenten
Magnetfeldern. Im zweiten Teil der Arbeit werden die aus der Simulation gewonnenen Daten
vorgestellt sowie die Ergebnisse interpretiert. Das Fazit fasst schlussendlich noch einmal alle
wichtigen Erkenntnisse zusammen.



2. Grundlagen zur Verfolgung von

Teilchen in Magnetfeldern

In diesem Kapitel wird die nötige Mathematik eingeführt, die Vorgehensweise beim Simulieren
des di�usen Teilchentransports dargestellt und diese an Beispielen erläutert.

2.1 Teilchenbewegung im homogenen Magnetfeld

Um die Bewegung von Teilchen in den komplexen Magnetfeldern im interstellaren Medium
zu verstehen, ist es zunächst essentiell die Bewegung von Teilchen in einfachen, homogenen
Magnetfeldern zu bestimmen, was im Folgenden geschehen soll. Die hier aufgeführte Herleitung
zur Teilchenbewegung in einem solchen Feld folgt derer aus [5].
Im Folgenden wird die Bewegung einer Ladung e in einem homogenen Magnetfeld ~B, welches
in Richtung der z-Achse zeigt, betrachtet. Die Bewegungsgleichung

~̇p =
e

c
~v × ~B (2.1)

wird mithilfe des Ausdrucks ~p = ε~v
c2

mit ε der im Magnetfeld konstanten Energie des Teilchens
folgenderweise umgeformt.

ε

c2

d~v

dt
=
e

c
~v × ~B (2.2)

Diese Formel lässt sich in drei Komponenten für jede Richtung zerlegen.

v̇x = ωvy, v̇y = −ωvx, v̇z = 0 (2.3)

mit ω = ecH
ε
. Um diese Gleichungen zu lösen, wird nun die zweite Gleichung in (2.3) mit i

multipliziert und anschlieÿend mit der ersten Gleichung addiert, was folgendes Ergebnis liefert.

d

dt
(vx + ivy) = −iω(vx + ivy) (2.4)

Hieraus folgt
vx + ivy = ae−iωt (2.5)

mit a als komplexer Konstante. Diese lässt sich wiederum in der Form a = v0te
−iα, wobei

v0t und α reell sind, schreiben. Daraus folgt

vx + ivy = v0te
−i(ωt+α) (2.6)

und nach Aufspaltung in Real- und Imaginärteil

vx = v0t · cos(ωt+ α), vy = −v0t · sin(ωt+ α) (2.7)

9



10 2. Grundlagen zur Verfolgung von Teilchen in Magnetfeldern

Durch die Anfangsbedingungen lassen sich die Konstanten v0t und α bestimmen. α ist die
Anfangsphase und für v0t gilt mit Formel (2.7):

v0t =
√
v2
x + v2

y =
√
v2

0t · (cos2(ωt+ α) + sin2(ωt+ α))

Dies bedeutet, dass v0t der konstante Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens in der xy-Ebene
ist.
Bei einer Integration der beiden Formeln aus (2.7) �nden sich für die x- und y-Richtung folgende
zwei Lösungen für die Bewegungsgleichung

x = x0 +R · sin(ωt+ α), y = y0 +R · cos(ωt+ α) (2.8)

mit
R =

v0t

ω
=
v0tε

ecB
=
cpt
eB

(2.9)

mit R dem sogenannten Gyroradius und pt der Projektion des Impulses in die xy-Ebene.
Aus der dritten Gleichung von (2.3) �ndet man zudem vz = v0z und

z = z0 + v0zt (2.10)

Aus (2.8) und (2.10) kann man also folgern, dass sich ein geladenes Teilchen in einem homogenen
Magnetfeld entlang einer Schraubenlinie um die Magnetfeldachse, in diesem Fall die z-Achse,
bewegt. Der Radius der Schraubenbahn wird durch (2.9) festgelegt, während die Geschwin-
digkeit des Teilchens bei einer solchen Bewegung konstant bleibt. Bei einer angenommenen
Geschwindigkeit von v ≈ c, also wenn den Teilchen genug Energie zur Verfügung steht, um
annähernd die Lichtgeschwindigkeit zu erreichen, ergibt sich die Umlaufdauer T wie folgt. Aus
~v = ~ω × ~r ergibt sich mit ~r = R · ~̂er, ω = 2π

T
sowie ~ω ⊥ ~̂er und obiger Annahme für die

Geschwindigkeit

c =
2π

T
·R

T =
2π

c
R (2.11)

Für den Spezialfall v0z = 0 bildet die Teilchenbahn einen Kreis innerhalb der xy-Ebene, eben-
falls mit Radius R. Aus den obigen Formeln lässt sich zudem die Kreisfrequenz ω entnehmen
mit welcher sich das Teilchen entlang seiner Kreisbahn bewegt.

Um dieses Verhalten mithilfe einer Software darzustellen wird ein homogenes, in z-Richtung
zeigendes Magnetfeld mit einer Magnetfeldstärke von B = 50µG erzeugt. Die magnetische
Flussdichte ist hier in Gauÿ angegeben, wobei 1 G = 0.1 mT [4] ist. In dieses Magnetfeld wird
anschlieÿend ein Proton am Ort (0, 0, 0)T mit Energie E = 1 TeV injeziert und mit einer zufällig
isotrop bestimmten Impulsrichtung versehen. Aus der Anfangsposition, dem Geschwindigkeits-
vektor und der Richtung und Stärke des Magnetfelds lässt sich die neue Position des Teilchens
nach einem Zeitintervall dt = T

200
mit Gleichungen (2.8) und (2.10) bestimmen. Die Position

des Teilchens wird anschlieÿend alle dt neu berechnet.
Die Ergebnisse dieser Berechnung sind in Abbildung 2.1 zu erkennen. Die verwendete Längen-
einheit in dieser Arbeit ist die astronomische Einheit parsec, wobei 1 pc = 3.0856776 · 1016 m
[4].
Im CGS-System, wobei C für Centimeter, G für Gramm und S für Sekunde steht, schreiben
sich die Einheiten Gauÿ und Volt nach [6] folgenderweise.

1 G = 1

√
g

cm · s2

1 V = (108c−1)

√
g · cm
s2
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Abbildung 2.1: Die Formeln zur Be-
schreibung der Teilchenbahn sind richtig
implementiert, das Teilchen verfolgt eine
Schraubenbahn.
In diesem Fall ist die Teilchenbahn die ei-
nes Proton mit Energie 1 TeV versehen mit
einer zufälligen Impulsrichtung in einem
homogenen, 50µG starken, in z-Richtung
zeigenden Magnetfeld für 20 Umlaufdau-
ern dargestellt.
Die erkennbaren Ecken entlang der Schrau-
benbahn zeigen, dass die Teilchenposition
nur zu bestimmten Zeitschritten dt = T

25
ermittelt wurde.

Diese Umrechnung ist nötig, da die Herleitung zur Teilchenbewegung im homogenen Magnetfeld
in diesem System erfolgte. In diesen Einheiten lässt sich aus Formel (2.9) der Gyroradius für
das simulierte Teilchen berechnen. Die Annahme hierbei ist, dass die Geschwindigkeit v0t des
Teilchens ≈ c ist. Der Gyroradius berechnet sich dann wie folgt.

R =
v0tε

ecB
=

c · 1 TeV

e · c · 50µG

=
1012 V

50 · 10−4 G

≈ 6.67 · 1013

√
g·cm
s2√
g

cm·s2
= 6.67 · 1013 cm

≈ 2.16 · 10−5 pc

Dieser Radius lässt sich aus Abbildung 2.1 ablesen.

2.2 Teilchenbewegung im turbulenten Magnetfeld

Nachdem nun der mathematische Hintergrund zum Beschreiben einer Teilchenbahn in einem
homogenen Magnetfeld beleuchtet, und die Richtigkeit der Simulation für diesen Fall gezeigt
wurde, widmet sich der nächste Teil der Arbeit dem mathematischen Werkzeug zur Erzeugung
eines turbulenten Magnetfeldes und der für die Simulation verwendeten Methodik.

2.2.1 Modellierung des turbulenten Magnetfelds

In der Magnetohydrodynamik (MHD) werden turbulente Magnetfelder typischerweise verein-
facht beschrieben. Die Vorgehensweise hierbei ist, die magnetische Flussdichte des turbulenten
Feldes mit einer gegebenen Anzahl an ebenen Wellen, welche das turbulente Magnetfeld be-
schreiben sollen, nach einem Potenzgesetz verteilt zu wählen, so dass die spektrale Energiedichte
ω ∝ k−Γ ist.
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Je nach verwendetem Turbulenzmodell lassen sich für den Index Γ verschiedene Werte anneh-
men. Die hier verwendeten Turbulenzmodelle entsprechen denen aus [3] und können folgender-
weise den Indices zugeordnet werden:
Γ = 1 bei Verwendung der Bohm-Turbulenz, Γ = 3

2
bei Verwendung der Kraichnan-Turbulenz

und Γ = 5
3
bei Verwendung der Kolmogorov-Turbulenz.

�Die erste, numerische Methode ionische Bewegung in statischen turbulenten Magnetfeldern zu
beschreiben wurde 1994 von Giacalone und Jokipii entwickelt.�(nach [3]) Diese Arbeit wurde
später von Fatuzzo et al. [3] weiterentwickelt. Die von uns verwendeten Berechnungen gleichen
denen aus [3] in weiten Teilen, dennoch �nden sich einige Unterschiede, weshalb unsere Berech-
nungen hier noch einmal aufgeführt werden sollen. Analog zur in diesem Artikel beschriebenen
Vorgehensweise soll zur Simulation ein homogenes Magnetfeld mit gleich starker turbulenter
Komponente erzeugt werden.

Zunächst wird die mathematische Formulierung der Erzeugung eines turbulenten Magnetfeldes
behandelt und die daraus abgeleiteten Erwartungen anschlieÿend mit den simulierten Werten
verglichen.
Typischerweise wird das turbulente Magnetfeld mit Hilfe einer diskreten Anzahl an ebenen
Wellen der Form

δ ~B =

Nk∑
n=1

Bn[cosαnx̂
′ ± i sinαnŷ

′] · eiknz′+iβn (2.12)

mit Nk Wellenvektoren kn, welche auf einer logarithmischen Skala zwischen kmin = 2π
λmax

und
kmax = 2π

λmin
äquidistant gewählt werden, beschrieben. Die Winkel αn und Phasen βn werden

zufällig zwischen 0 und 2π ausgewählt, und die zufällige Wahl des Vorzeichens bestimmt die
Helizität des Wellenvektors.
Um aus den ebenen Wellen ein e�ektives Magnetfeld zu bestimmen, müssen diese aus ihrem
lokalen Koordinatensystem, in dem jede Welle in z-Richtung zeigt, in ein globales Koordina-
tensystem übergeführt werden. Dies geschieht mit folgender Rotationsmatrixcos(θ) cos(Φ) − sin(Φ) sin(θ) cos(Φ)

cos(θ) sin(Φ) cos(Φ) sin(θ) sin(Φ)
− sin(θ) 0 cos(θ)


wobei φn und θn zufällig gewählt werden, sodass 0 ≤ φn ≤ 2π und 0 ≤ cos(θn) ≤ 1.
Die entsprechende Umkehrmatrix schreibt sich wie folgt.cos(θ) cos(Φ) cos(θ) sin(Φ) − sin(θ)

− sin(Φ) cos(Φ) 0
sin(θ) cos(Φ) sin(θ) sin(Φ) cos(θ)



Die Amplitude jeder Welle lässt sich mit folgender Formel berechnen

Bn = Bmin · (
k

kmin
)
−Γ+1

2 (2.13)

wobei der Index Γ vom gewählten Turbulenzmodell abhängt. Eine ausführliche Herleitung des
Exponenten −Γ+1

2
�ndet sich in Kapitel 5. Anhang. Die Feldstärke für das gesamte turbulente

Feld ergibt sich dann über Aufsummieren zu

BTurb. =

Nk∑
n=1

Bmin(
kn
kmin

)
−Γ+1

2 (2.14)
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Wie bereits in Formel (2.12) ausgedrückt, werden ebene Wellen verwendet, um das turbulente
Magnetfeld zu simulieren. Physikalisch relevant ist hierbei nur der Realteil dieser Wellen in der
Form

Re[δ ~B] =

Nk∑
n=1

Bn[cos (αn) · cos (knz
′ + βn)x̂′ ± sin (αn) · sin (knz

′ + βn)ŷ′] (2.15)

Für den angenommenen Fall, dass nur ein einziger Wellenvektor k = kmin := k1 verwendet
wurde, um das Magnetfeld zu beschreiben, nimmt die Formel folgende Gestalt an.

Re[δ ~B] = B1[cos (α1) · cos (kz′ + β1)x̂′ ± sin (α1) · sin (kz′ + β1)ŷ′] (2.16)

Bildet man jetzt aus dem Quadrat

Re[δ ~B]2 = B2
1 [cos2 (α1) · cos2 (kz′ + β1)± sin2 (α1) · sin2 (kz′ + β1)] (2.17)

den Mittelwert, erhält man folgendes Ergebnis.

< Re[δ ~B]2 > = B2
1 [cos2 (α1)· < cos2 (kz′ + β1) > ± sin2 (α1)· < sin2 (kz′ + β1) >](2.18)

= B2
1(

1

2
(cos2 α1 + sin2 α1)) =

B2
1

2
(2.19)

Aus der Abhängigkeit der Energiedichte von der Magnetfeldstärke ω ∝ ~B2 = | ~B|2 kann man
für den Fall eines k-Vektors aus

ωTurb. ∝
B2

1

2
(2.20)

ωhom. ∝ B2
0 (2.21)

(2.22)

und der Forderung, dass beide Energiedichten gleich groÿ sein sollen, folgern

B2
1

2
= B2

0 (2.23)

Unter der Annahme, dass eine genügend groÿe Anzahl an zufällig polarisierten Wellen vorliegt,
so dass sich alle Mischterme gegenseitig aufheben, lässt sich für den allgemeinen Fall Folgendes
aussagen.

Nk∑
n=1

B2
n = 2B2

0 (2.24)

Mit Formel (2.14) lässt sich daraus das Folgende herleiten.

∑
n=1

B2
n = B2

min

Nk∑
n=1

(
kn
kmin

)
−Γ+1

2
·2 = 2B2

0

⇒ Bmin =

√√√√√ 2B2
0

(
Nk∑
n=1

kn
kmin

)−Γ+1

(2.25)

Das simulierte Spektrum des Magnetfeldes ist für den Fall Γ = 5
3
in Abbildung 2.2 dargestellt.

Die Simulation liefert exakt das Ergebnis, welches anhand der vorher formulierten Mathematik
erwartet wird. Hiermit wäre die für die Simulation notwendige Mathematik eingeführt, sodass
im nächsten Schritt auf die Erzeugung des turbulenten Magnetfeldes in einer Simulation und
Verfolgung von Teilchen in einem solchen eingegangen werden kann.
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Abbildung 2.2: Amplituden Bn aufgetragen über k.
Das hier gezeigte Spektrum erstreckt sich in einem
Wellenlängenbereich von λmin = 0.1 R bis λmax =
10 R mit kmin.,max. = 2π

λmax.,min.
bei einer Wellen-

vektoranzahl von Nk = 200. Verwendet wurde hier-
bei das Kolmogorov-Turbulenzmodell, weshalb die
Steigung der Geraden in der gewählten doppelt-
logarithmischen Auftragung genau − 1

3 entspricht. ])
R
π2log(k [

-1 -0.5 0 0.5 1

))
m

in
lo

g
(B

(k
)/

B
(k

-0.7
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-0.3
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-0.1

0

 = 10Rmaxλ

2.2.2 Einteilchenbewegung im turbulenten Magnetfeld

Mit diesem Wissen lässt sich jetzt eine Einteilchen-Bewegung in einem turbulenten Magnetfeld
simulieren. Hierzu wird zunächst das turbulente Feld in Form der diskreten Anzahl an Wellen-
vektoren erzeugt und diese anschlieÿend in ein globales Koordinatensystem transformiert. Für
das nachzuverfolgende Teilchen wird das e�ektive Magnetfeld über Aufsummieren aller Bn am
Ort des Teilchens bestimmt. Im nächsten Schritt wird in das Koordinatensystem transformiert,
in welchem das e�ektive Magnetfeld in z-Richtung zeigt. In diesem System lässt sich die Lorent-
zgleichung für das Teilchen lösen und die Propagation des Teilchens bestimmen. Die Annahme
dabei ist, dass das Teilchen während der Zeit ∆t nicht aus dem Bereich propagiert, in welchem
das e�ektive Magnetfeld in z-Richtung zeigt, da nur für diesen Fall die Lorentzgleichung lösbar
ist. Dieser Zeitschritt ist ∆t = T

200
.

Als letzter Schritt wird die neue Teilchenposition zur Nachverfolgung ins globale Koordinaten-
system transformiert.

In dieser Arbeit werden ausschlieÿlich Protonen mit einer Energie von 1TeV betrachtet. Diese
werden am Ursprung (0, 0, 0)T des globalen Koordinaten eingefügt und mit einer zufällig isotrop
gewürfelten Impulsrichtung versehen.

Die sich daraus ergebende Teilchenbahn kann auf groÿen Skalen, d.h. in Bereichen >> R, als
�random walk�bezeichnet werden. Dies ist in Abbildung 2.3 und 2.4 ersichtlich. Der Unter-
schied zwischen beiden Abbildung ist zum einen die verschieden lange Verfolgungszeit und zum
anderen die unterschiedliche Impulsrichtung zu Beginn.
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Abbildung 2.3: Verfolgung eines Protons
der Energie 1TeV durch ein simuliertes, ho-
mogenes Magnetfeld mit turbulenter Kom-
ponente. Die magnetische Flussdichte ist
hierbei Bhom. = BTurb. = 50µG.
Die Verfolgungsdauer hierbei ist 40 T.
Es liegt ein eindeutiges �random walk�-
Verhalten und eine gerichtete Bewegung in
z-Richtung hervorgerufen durch das homo-
gene Hintergrundfeld vor.
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Abbildung 2.4: Verfolgung eines Protons
der Energie 1TeV durch ein simuliertes, ho-
mogenes Magnetfeld mit turbulenter Kom-
ponente. Die magnetische Flussdichte ist
hierbei Bhom. = BTurb. = 50µG.
Die Verfolgungsdauer hierbei ist 200 T.
Es liegt ein eindeutiges �random walk�-
Verhalten sowie eine gerichtete Bewegung
in z-Richtung hervorgerufen durch das ho-
mogene Hintergrundfeld vor.
Im Vergleich zum oberen Bild erkennt man
die zufällig gewürfelte Anfangsimpulsrich-
tung anhand der unterschiedlichen Aus-
breitungsrichtung.

2.2.3 Ensemblebewegung im turbulenten Magnetfeld

Da in dieser Arbeit jedoch die Di�usion von geladenen Teilchen in Magnetfeldern betrachtet
werden soll, reicht die Verfolgung eines einzelnen Teilchens nicht aus, um Aussagen tre�en zu
können. Stattdessen müssen ganze Ensembles an Teilchen betrachtet werden, welche alle am
gleichen Ort injeziert werden und jedes einzeln eine eigene zufällig isotrop bestimmte Start-
Ausbreitungsrichtung zugeteilt bekommt. In dieser Arbeit werden jeweils Ensembles bestehend
aus 1000 Teilchen betrachtet, deren Position anschlieÿend histogrammiert wird. Interessant
ist hierbei also, wie die Verteilung solcher Teilchen in jeder der drei Richtungen des globalen
Koordinatensystem aussieht. Ein Beispiel ist in Abbildung 2.5 ersichtlich. Die Verfolgungsdauer
beträgt hierbei 10 T.
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Abbildung 2.5: Verteilung der Teilchen in x-, y- und z-Richtung nach t = 10 T.
Die schwarze Kurve in der Verteilung in x-Richtung ist ein Gauÿ-Fit an die Daten.

Aufgrund des �random walk�-Verhaltens, welches die einzelnen Teilchen in einer Einteilchen-
Verfolgung aufweisen, erwartet man bei der Betrachtung von Teilchen-Ensembles Di�usion zu
beobachten. Betrachtet man nun die klassische Di�usionsgleichung entnommen aus [1]

∂n

∂t
= D

∂2n

∂x2

mit n der Teilchenkonzentration und deren Lösung im eindimensionalen Fall

n(x, t) =
Np√
4πDt

e−x
2/4Dt (2.26)

lässt sich feststellen, dass bei vorliegender Di�usion theoretisch für alle drei Richtungen eine
Gauÿverteilung erwartet wird. Exemplarisch wurde dazu ein Gauÿ-Fit an die Verteilung in
x-Richtung durchgeführt. Dieser erfüllt die theoretischen Erwartungen für Teilchendi�usion,
weshalb angenommen werden kann, dass die Simulation tatsächlich di�use Teilchenbewegung
simuliert.

Für den Bereich, ab dem die Teilchen tatsächlich di�undieren, gilt nach der Theorie der Di�u-
sion für die Standardabweichung

σ =
√

2Dt (2.27)

Mit Hilfe dieser Formel lassen sich, wie später in Kapitel 3.3 beschrieben, Di�usionskoe�zienten
aus unserer Simulation ableiten. Anhand der oben gezeigten Verteilungen kann man erkennen,
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dass die für die Betrachtung von Teilchendi�usion interessante Messgröÿe eines Ensembles nicht
der Mittelwert, sondern die Standardabweichung ist. Der Mittelwert wird immer einen Wert
nahe 0 annehmen, während die Standardabweichung bzw. die Breite der Verteilung mit längerer
Betrachtungszeit zunimmt.
Mit diesem Kapitel sind sowohl die mathematischen Grundlagen, wie auch die Methodik zum
Erstellen eines homogenen Magentfeldes mit turbulenter Komponente abgeschlossen. Im weite-
ren Verlauf der Arbeit wird der Ein�uss unterschiedlicher Parameter auf die Simulation darge-
stellt und daraus gewonnene Erkenntnisse formuliert.



3. Ergebnisse der Simulationen

In diesem Teil der Arbeit werden die durchgeführten Simulationen kurz vorgestellt und die dar-
aus folgenden Ergebnisse diskutiert. Während aller Simulationen werden Ensembles aus 1000
Protonen betrachtet, welche je eine Energie von E = 1 TeV besitzen. Das turbulente Magnetfeld
wird mit Hilfe einer diskreten Anzahl Nk an ebenen Wellen simuliert, wobei die Wellenlängen
dieser Wellen auf einer logarithmischen Skala äquidistant zwischen λmin und λmax gewählt wer-
den. λmin hat in jeder Simulation den selben Wert von 0.1 R. Für jeden Durchlauf werden 50
Simulationen voneinander unabhängig durchgeführt und die daraus bestimmte Standardabwei-
chung der Position je in x-, y- und z-Richtung anschlieÿend gemittelt.

3.1 Test verschiedener Turbulenzmodelle

Wie bereits in Kapitel 2.1.2 vorgestellt können verschiedene Indices für die Verteilung der Ener-
giedichte des turbulenten Feldes verwendet werden, wobei jeder Index einem Turbulenzmodell
zugeordnet werden kann. Mit einem höheren Index erreicht man einen steileren Abfall der
Energiedichte zu niedrigeren Wellenlängen bzw. gröÿeren Wellenvektorbeträgen hin. Dies ist in
Abbildung 3.1 ersichtlich.

Abbildung 3.1: Amplituden Bn des tur-
bulenten Magnetfeldes über k für verschie-
dene Turbulenzindices.
Die schwarzen, waagrechten Kreise zei-
gen das Spektrum des turbulenten Ma-
gnetfeldes unter Verwendung der Bohm-
Turbulenz, die roten Quadrate zeigen
das Spektrum unter Verwendung der
Kraichnan-Turbulenz und die blauen Drei-
ecke stellen das Spektrum unter Verwen-
dung der Kolmogorov-Turbulenz dar.
Die Steigung der Geraden ist in der ge-
wählten doppelt-logarithmischen Auftra-
gung gegeben durch −Γ+1
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Dabei ist Γ = 1 bei Verwendung der Bohm-Turbulenz, Γ = 3
2
bei Verwendung der Kraichnan-

Turbulenz und Γ = 5
3
bei Verwendung der Kolmogorov-Turbulenz.

Wie man der Abbildung entnehmen kann, unterscheiden sich die Spektren der verschiedenen
Turbulenzmodelle nicht unerheblich. Aufgrund dessen könnten bei Verwendung verschiedener
Turbulenzmodelle auch verschiedene Ergebnisse erwartet werden.
Im Folgenden wurde ein homogenes Magnetfeld mit einer Flussdichte von 50µG und eine tur-
bulente Magnetfeldkomponente, welche mithilfe von 200 Wellen mit Wellenlängen im Bereich

18
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von 0.1− 10 R dargestellt wird, verwendet.
Die folgende Abbildung 3.2 zeigt jeweils die über die 50 Durchläufe gemittelte Standardab-
weichung in x-, y- und z-Richtung der Teilchen in Abhängigkeit der Turbulenzmodellwahl in
Gyroradien doppelt-logarithmisch über die Zeit in Umlaufdauern aufgetragen.
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Abbildung 3.2: Über 50 Läufe gemittelte Standardabweichung der Position von 1000 Teilchen in x-, y-
und z-Richtung mit Fehlerbalken.
Die Fehler erhält man aus einer Gauÿ'schen Fehlerfortp�anzung. Sie sind nur im Bereich um log(t) = 0
erkennbar.
Die schwarzen Quadrate zeigen die gemittelte Standardabweichung unter Verwendung der Bohm-Turbulenz,
die roten Dreiecke zeigen die gemittelte Standardabweichung unter Verwendung der Kraichnan-Turbulenz
und die blauen, nach unten gerichteten Dreiecke zeigen die gemittelte Standardabweichung unter Verwen-
dung der Kolmogorov-Turbulenz.
Die gröÿte Abweichung zwischen den Turbulenzmodellen �ndet sich bei ca. 0.5 T. Dort ist ebenso ein Knick
erkennbar, welcher den Übergang von wahlloser Verteilung der Teilchen zur tatsächlichen Di�usion kenn-
zeichnet.
Ansonsten stimmen alle drei Verteilungen sehr gut miteinander überein.
Was bei Betrachtung der z-Richtung allerdings au�ällt, sind die um einen Faktor 3 gröÿeren Werte der
gemittelten Standardabweichung gegenüber der x- und y-Richtung, sowie der weniger stark ausgeprägte
Knick beim Übergang zur Di�usion. Dies lässt sich mit dem in z-Richtung vorgegebenen, homhogenen Feld
erklären, welches bereits vor einsetzender Di�usion die Teilchen in diese Richtung beschleunigt und somit
eine Bewegungsrichtung vorgibt.

Man erkennt hier, dass die Teilchen zunächst wahllos in alle Richtungen verteilt werden, was
dem anfänglichen, stark ansteigenden Verlauf bis zu einer Zeit von ca. 1T und einer zurückgeleg-
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ten Strecke von ca. 1R entspricht. In dem kurz vorher langsam einsetzenden Di�usionsprozess
erkennt man den gröÿten Unterschied bei der Wahl verschiedener Turbulenzmodelle, die anson-
sten sehr gut übereinzustimmen scheinen.
Ab einer Zeit von t = λmax

c
≈ 1.59 T, was in der gezeigten logarithmischen Skala einem Wert

von log(t) ≈ 0.202 entspricht, di�undieren die Teilchen. Zu dieser Zeit haben die Protonen jede
Wellenlänge des turbulenten Feldes mindestens ein Mal abgetastet.
Um genauer veri�zieren zu können, ob tatsächlich kein signi�kanter Unterschied feststellbar ist,
wurde im nächsten Schritt die Di�erenz der mittleren Standardabweichung der Teilchenposi-
tion vom Modell mit Verwendung der Bohm-Turbulenz zum Modell, in dem die Kolmogorov-
Turbulenz verwendet wurde, bzw. vomModell mit Kraichnan-Turbulenz zumModell mit Kolmogorov-
Turbulenz und der relative Fehler auf die Standardabweichung unter Verwendung der Kolmogorov-
Turbulenz über die Zeit aufgetragen.
Die Di�erenzen wurden folgenderweise berechnet

∆(t) = |σV erteilung(t)− σKolmogorov(t)
σKolmogorov(t)

| (3.1)

mit σ(t) der Standardabweichung der Teilchenposition unter Verwendung des jeweiligen Tur-
bulenzmodells in Abhängigkeit der Zeit und der relative Fehler wie folgt

δrel.(t) =
δσKolmogorov

(t)

σKolmogorov(t)
(3.2)

wobei δσKolmogorov
(t) die Standardabweichung der Standardabweichung der Teilchenposition be-

stimmt über die 50 Durchläufe in Abhängigkeit der Zeit ist.

Die jeweils mittleren relativen Fehler und Di�erenz-Werte bestimmt über einen linearen Fit ab
einer Zeit von t = λmax

c
≈ 1.59T sind in Tabelle 3.1 aufgeführt.

x-Richtung y-Richtung z-Richtung
relative Fehler 8.72 · 10−2 9.12 · 10−2 4.85 · 10−2

Di�. Bohm-Kolmogorov 0.54 · 10−2 2.29 · 10−2 0.65 · 10−2

Di�. Kraichnan-Kolmogorov 1.60 · 10−2 1.15 · 10−2 0.57 · 10−2

Tabelle 3.1: Mittlere relative Fehler der Standardabweichung unter Verwendung der Kolmogorov-
Turbulenz und mittlere Di�erenzen der Standardabweichung unter Verwendung der Bohm- bzw. Kraichnan-
Turbulenz zur Kolmogorov-Turbulenz angegeben relativ zum Modell mit Verwendung der Kolmogorov-
Turbulenz

Anhand dieser Tabelle lässt sich ablesen, dass der relative Fehler über den relativen Di�eren-
zen liegt. Die dazugehörigen Darstellungen des relativen Fehlers bzw. der Di�erenzen sind in
Abbildung 3.3 erkennbar.
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Abbildung 3.3: Relativer Fehler auf das Modell mit Verwendung der Kolmogorov-Turbulenz und Unter-
schiede zwischen den Modellen unter Verwendung von Bohm- und Kraichnan-Turbulenz zum Model mit
Kolmogorov-Turbulenz in x-, y- und z-Richtung. Die eingezeichneten Werte wurden alle jeweils zur selben
Zeit ausgewertet und nur zur besseren Übersicht in dieser Darstellung leicht zueinander verschoben.
Die Fehlerbalken an den relative Fehlern ergeben sich über eine Abschätzung der Standardabweichung vom
Mittelwert selbiger und die Fehlerbalken an den Di�erenzen ergeben sich aus einer Gauÿ'schen Fehlerfort-
p�anzung.
Die eingezeichneten, schwarzen Geraden sind Fits an die Werte ab dem Zeitpunkt t = λmax

c ≈ 1.59 T bis
zum höchsten, simulierten Zeitpunkt tfin = 4000 T.
Man erkennt, dass der relative Fehler stets über den relativen Di�erenzen liegt. Allerdings sind die relativen
Fehler und Di�erenzen in z-Richtung im Vergleich zu x- und y-Richtung wesentlich kleiner, was wiederum
auf das vorgegebene, homogene Magnetfeld zurückführbar ist.

Für alle drei Richtungen erkennt man, dass die Di�erenzen stets unter dem relativen Fehler bei
Verwendung der Kolmogorov-Turbulenz liegen. Dies und die Ergebnisse aus Tabelle 3.1 erlau-
ben es, eine Aussage über den Ein�uss der Wahl eines Turbulenzmodells auf die Ergebnisse der
Simulation zu tre�en.
Da die gemittelte Standardabweichung der Position unter Verwendung der Kolmogorov-Turbulenz
einen gröÿeren Fehler aufzeigen, als die Unterschiede zu Modellen mit Verwendung von Bohm-
oder Kraichnan-Turbulenz, also stärker schwanken, als diese sich unterscheiden, sind für die
Simulation keine signi�kanten Unterschiede zu erwarten.

Alle nachfolgenden Simulationen werden unter Verwendung der Kolmogorov-Turbulenz betrach-
tet.
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3.2 Variation der maximalen Magnetfeldwellenlänge

Dieses Kapitel befasst sich mit der Variation des turbulenten Magnetfeldes. Im Gegensatz zum
vorherigen bleibt hierbei allerdings das Turbulenzmodell konstant. Es wird nur die Kolmogorov-
Turbulenz verwendet. Die in diesem Kapitel betrachteten Parameter sind zum einen die ma-
ximale Wellenlänge λmax des turbulente Feldes und zum anderen die Wellenvektoranzahl Nk,
welche bisher standardmäÿig einen Wert von 200 hatte.

Zunächst soll nur der Ein�uss der maximalen Wellenlänge des turbulenten Feldes auf die Simu-
lation untersucht werden, weshalb Nk = 200 vorerst konstant gewählt wird. Auf eine Variation
von λmin wird in dieser Arbeit verzichtet, da bereits in [3] gezeigt wurde, dass bei Variation
der minimalen Magnetfeldwellenlänge keine signi�kanten Unterschiede zu erwarten sind. Das
Spektrum eines turbulenten Feldes mit 50µG, λmax = 10 R und Nk = 200 ist bereits in Abbil-
dung 2.2 in Kapitel 2.2.1 zu erkennen. Nun soll die maximale Wellenlänge λmax auch für die
Werte 100 R und 1000 R betrachtet werden.
Das Spektrum der Felder sieht dann wie in Abbildung 3.4 ersichtlich aus.

Abbildung 3.4: Amplituden Bn aufge-
tragen über k.
Die schwarze Kurve stellt das Spektrum
mit einer maximalen Wellenlänge von 10 R
dar, die rote Kurve jenes mit einer maxima-
len Wellenlänge 100 R und die blaue Kurve
das Spektrum mit einer maximalen Wel-
lenlänge von 1000 R.
Die Amplitude des Feldes Bkmax

mit
kmax = 2π

λmin
verkleinert sich mit steigen-

der maximaler Wellenlänge. ])
R
π2log(k[
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G
])

µ
lo

g
(B

(k
)[
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 = 10Rmaxλ
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 = 1000Rmaxλ

Man erkennt in Abbildung 3.4, dass die Amplituden aller Wellen entlang der x-Achse in negative
Richtung verschoben werden, also den einzelnen Wellen eine geringere Amplitude zugeordnet
wird, bzw. das turbulente Magnetfeld mit einem breiteren Spektrum anWellenlängen dargestellt
wird.
Welche Auswirkungen das auf die Simulation hat, ist in Abbildung 3.5 ersichtlich.
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Abbildung 3.5: Vergleich der mittleren Standardabweichung aus 50 Durchläufen mit jeweils Nk = 200 in
x-, y- und z-Richtung mit Fehlerbalken. Die Fehler ergeben sich über eine Gauÿ'sche Fehlerfortp�anzung.
Man erkennt deutlich die jeweils später einsetzende Di�usion. Di�usion liegt dann vor, wenn die Steigung
in dieser Auftragung ≈ 1

2 ist. Für die höchste, gewählte maximale Wellenlänge ist dieser Bereich schwer
erkennbar.
Zur Referenz wurde eine Gerade mit Steigung 1

2 eingezeichnet.

Man erkennt, dass die Di�usion mit steigender maximaler Wellenlänge immer später einsetzt.
Der Grund dafür ist, dass die Teilchen einen weiteren Weg, nämlich den der maximalen Wel-
lenlänge, zurücklegen müssen, um eine Wechselwirkung mit dem gesamten turbulenten Feld zu
erfahren. Die Wahl von λmax hat also einen groÿen Ein�uss auf die Simulation.
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Der zweite Punkt, welcher in diesem Abschnitt überprüft werden soll, ist, welche Auswirkung ei-
ne Änderung der Wellenvektoranzahl Nk auf die Simulation hat. Dies zu überprüfen ist notwen-
dig, da das Magnetfeld mithilfe einer diskreten Anzahl an Wellenvektoren beschrieben wird, was
bei einer Vergröÿerung von λmax einer Verteilung der Energiedichte des turbulenten Feldes über
einen gröÿeren Bereich bedeutet. Dies könnte zur Folge haben, dass das turbulente Feld nicht
ausreichend gut beschrieben werden kann. Hierzu wurden für λmax = 100 R und λmax = 1000 R
jeweils 50 Durchläufe mit Nk = 200 und Nk = 300 durchgeführt und anschlieÿend ver-
glichen. Folgende Abbildungen 3.6 zeigt die Ergebnisse für eine maximale Wellenlänge von
λmax = 100 R bzw. = 1000 R.
Es scheinen die Abweichung von Werten bei beiden λmax, bei denen das Magnetfeld mit 200
Wellenvektoren erzeugt wurde, zu denen mit Nk = 300 stets innerhalb der Fehlergrenzen zu
liegen.
Dies lässt sich mit Abbildung 3.7 zeigen, bei der der relative Fehler auf die Standardabweichung
bei Beschreibung des Magnetfeldes durch Nk = 200 Wellenvektoren und die relative Di�erenz
zwischen der Standardabweichung bei Beschreibung des Magnetfeldes durch 200 und jener bei
Beschreibung des Magnetfeldes durch 300 Wellenvektoren über die Zeit aufgetragen sind. Die
relativen Fehler und Di�erenzen wurden hierbei analog zu denen aus Gleichungen (3.1) und
(3.2) folgenderweise berechnet.

δrel.(t) =
δσ200k

(t)

σ200k(t)
(3.3)

∆(t) = |σ300k(t)− σ200k(t)

σ200k(t)
| (3.4)

mit σk(t) der Standardabweichung bei Verwendung von 200 bzw. 300 Wellenvektoren zur Be-
schreibung des turbulenten Magnetfeldes und δσ200k

(t) der Standardabweichung der Standard-
abweichung der Teilchenposition bestimmt über die 50 Durchläufe in Abhängigkeit der Zeit.

Die Erkenntnisse dieses Abschnitts lassen sich folgendermaÿen zusammenfassen.
Die Wahl der maximalen Wellenlänge des turbulenten Magnetfeldes λmax hat wie erwartet eine
groÿe Auswirkung auf die Di�usion der Teilchen. Die Energiedichte des turbulenten Feldes wird
über einen gröÿeren Bereich verteilt, dementsprechend koppeln die Teilchen schwächer an das
Magnetfeld und weisen erst später ein di�uses Verhalten auf.
Die Wahl der Anzahl der Wellenvektoren dagegen beein�usst die Simulation nicht sehr stark,
weshalb auf eine gröÿere Anzahl an Wellenvektoren und somit gröÿere Rechenzeit verzichtet
werden kann. Im Folgenden wird daher nur noch mit Nk = 200 gerechnet.

Dass eine sehr viel gröÿere Anzahl an Wellenvektoren einen Unterschied für die Simulation
bedeuten könnte, ist hiermit nicht ausgeschlossen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine solche
Untersuchung nicht angestellt.
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Abbildung 3.6: Mittlere Standardabweichung in x-, y- und z-Richtung über Zeit für λmax = 100 R auf
der linken, und für λmax = 1000 R auf der rechten Seite mit Fehlerbalken. Die Fehler ergeben sich über
eine Gauÿ'sche Fehlerfortp�anzung.
Die schwarzen Quadrate sind Messpunkte unter Verwendung von Nk = 200. Die roten Dreiecke sind Mes-
spunkte unter Verwendung von Nk = 300.
Unter Verwendung von 300 Wellenvektoren überschritt die Rechenzeit die eingestellte maximale Rechenzeit
von 23 h, weshalb hier bei 4000 T kein Punkt mehr eingezeichnet ist.
Die Abweichung von Messpunkten mit einem turbulenten Feld beschrieben durch 200 Wellenvektoren von
denen mit einem Feld beschrieben durch 300 Wellenvektoren liegt stets innerhalb der 1σ-Fehlergrenzen,
welche durch eine Gauÿ'sche Fehlerfortp�anzung bestimmt wurden.
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Abbildung 3.7: Relativer Fehler bzw. Di�erenz in x-, y- und z-Richtung aufgetragen über die Zeit bei
λmax = 100 R auf der linken, und bei λmax = 1000 R auf der rechten Seite.
Die schwarzen Dreiecke sind die relativen Fehler, während die blauen Quadrate die relative Di�erenz dar-
stellen.
Man erkennt, dass der relative Fehler stets über der relativen Di�erenz liegt, weshalb auch für λmax =
100 R bzw. = 1000 R an Nk = 200 festgehalten werden kann, ohne die Simulation nennenswert zu beein-
trächtigen.
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3.3 Ableitung von Di�usionskoe�zienten

Dieser Abschnitt der Arbeit befasst sich mit dem Ein�uss der maximalen Wellenlänge des
turbulenten Magnetfeldes auf aus der Simulation abgeleitete Di�usionskoe�zienten. Für die-
sen Abschnitt wurden bereits die Erkenntnisse der vorhergehenden Abschnitte berücksichtigt,
weshalb hier ausschlieÿlich Daten verwendet wurden, welche bei Verwendung der Kolmogorov-
Turbulenz mit einer Wellenvektoranzahl von Nk = 200 gewonnen wurden.
Wie bereits in Kapitel 2.2.3 angesprochen, lassen sich die Verteilungen der Teilchen mithilfe
der Lösung der klassischen Di�usionsgleichung beschreiben. Dieser kann man entnehmen, dass
die Standardabweichung σ für den Fall der Di�usion zeitabhängig ist, wie in Gleichung (2.27)
beschrieben. Da die betrachtete Messgröÿe bei jeder Simulation die Standardabweichung in
Abhängigkeit der Zeit ist, lässt sich für jede Wahl von λmax ein konstanter Di�usionskoe�zient
über einen Fit in jede Richtung bestimmen.

Dazu wird für jede Wahl der maximalen Magnetfeldwellenlänge der theoretisch erwartete Ver-
lauf der Standardabweichung an die simulierten Daten ge�ttet. Zur besseren Übersicht wurden
alle Abbildungen bisher mit einer logarithmischen Skala versehen. Um nun einen Fit auf Messda-
ten unter Verwendung einer logarithmischen Skala anwenden zu können, kann die Gleichung
(2.27) umgeschrieben werden. Die verwendete Fit-Funktion hatte anschlieÿend die Form

f(t) =
1

2
[log(2) + log(D) + log(t)]

Unter Annahme der Gültigkeit von (2.27) ist der einzige freie Parameter hierbei log(D), da die
Steigung mit 0.5 und der konstante O�set log(2) bereits bekannt sind.
Wichtig hierbei ist nun jedoch, den Bereich tatsächlicher Di�usion zu betrachten, da erst dort
eine die charakteristische Steigung von 0.5 auftritt. Aus diesem Grund wurde erst ab einer Zeit
von tFit = λmax

c
an die Daten ge�ttet. Ein exemplarisches Beispiel für einen solchen Fit ist noch

einmal in Abbildung 3.8 zu erkennen.

Log(Zeit [T])
-2 -1 0 1 2 3 4

L
o

g
(m

it
tl

er
er

 R
M

S
 [

R
])

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Kolmogorov x-Richtung

Kolmogorov x-Richtung

Abbildung 3.8: Fit einer Gerade mit
Steigung 1

2 an die simulierten Messdaten
in x-Richtung.
Hierbei handelt es sich um Daten, wel-
che unter Verwendung der Kolmogorov-
Turbulenz mit einer maximalen Wellenlän-
ge von λmax = 10 R simuliert wurden.

Um der Frage nach der Abhängigkeit der Di�usionskoe�zienten von λmax nachzugehen wurden
diese Koe�zienten aus Simulationen mit verschiedener maximaler Wellenlänge mit einem Fit,
wie in Abbildung 3.8 zu erkennen, abgeleitet und das Ergebnis in jede Richtung über die
maximale Magnetfeldwellenlänge aufgetragen, wie in Abbildung 3.9 ersichtlich.
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Abbildung 3.9: Di�usionskoe�zienten über maximale Wellenlänge des turbulenten Magnetfeldes in x-,
y- und z-Richtung.
Eine Abhängigkeit von einem Potenzgesetz ist somit sehr unwahrscheinlich. Andere funktionale Abhängig-
keiten konnten nicht genauer bestimmt werden.
Bei Erhöhung der maximalen Magnetfeldwellenlänge um zwei Gröÿenordnungen steigt der Di�usionskoef-
�zient in x- und y-Richtung um ca. eine Gröÿenordnung an. In z-Richtung steigt der Di�usionskoe�zient
bei Erhöhung von λmax um zwei Gröÿenordnungen um mehr als eine Gröÿenordnung an.

Eine Abhängigkeit von einer Potenz der maximalen Wellenlänge in der Form ∝ (λmax)
γ ist

hiermit sehr unwahrscheinlich. Abhängigkeiten anderer Art und Weise bleiben möglich, konn-
ten aber im Umfang dieser Arbeit nicht näher betrachtet werden.

Es bleibt also festzuhalten, dass aus unseren Simulationen Di�usionskoe�zienten durch Fits
an die gemittelte Standardabweichung abgeleitet werden können, jedoch kann kein Abhängig-
keitsgesetz zwischen maximaler Wellenlänge des turbulenten Feldes und Di�usionskoe�zienten
gefunden werden.

3.4 Vergleich zu vorherigen Arbeiten

Um die Vorgehensweise und Ergebnisse einer wissenschaftlichen Arbeit veri�zieren zu können,
ist es von groÿer Bedeutung einen Vergleich mit vorherigen Arbeiten anzustellen. In diesem
Abschnitt soll ein solcher Vergleich zwischen Ergebnissen der für diese Arbeit durchgeführten
Simulationen und denen von Fatuzzo et al. aus [3] angestellt werden.

In dieser Arbeit wurde ebenso wie hier die Propagation von Protonensembles mit Energie
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E = 1 TeV in turbulenten Magnetfeldern betrachtet, dabei jedoch nur ein solches Ensemble pro
Parametereinstellung simuliert. Die betrachteten Magnetfelder dabei waren ein rein turbulen-
tes Magnetfeld, und wie bei unseren Simulationen, ein homogenes Magnetfeld mit turbulenter
Magnetfeldkomponente. Der verwendete mathematische Formalismus zur Simulation eines tur-
bulenten Magnetfeldes entsprach dem von uns gewählten. Die Energiedichte des turbulenten
Feldes entsprach, wie bei uns, der des homogenen Feldes, hatte allerdings einen Wert von 10µG.
Wie in Abschnitt 3.1 und 3.2 hier, haben Fatuzzo et al. die Auswirkung der Wahl verschiedener
Turbulenzmodelle und verschiedener Wellenlängenbereiche zur Beschreibung des turbulenten
Feldes auf die Simulation untersucht, dabei aber auch λmin variiert. Daher deckt sich nur eine
Simulation mit dem von uns gewählten Wellenlängenbereich. Das von Fatuzzo et al. verwende-
te Turbulenzmodell war dabei die Kraichnan-Turbulenz und das Teilchenensemble bestand aus
200 Protonen.

Zum Vergleich wurden mithilfe des Datenauswertungsprogrammes PlotDigitizer simulierte Messda-
ten in x- und z-Richtung entnommen.
Der einzige übereinstimmende Wellenlängenbereich des turbulenten Magnetfeldes war hierbei
[0.1 R; 1000 R]. Mit den selben Einstellungen für das Magnetfeld, die Teilchenenergie und den
Wellenlängenbereich wurden mit unserer Software 50 Ensembles bestehend aus 1000 Teilchen
simuliert, und deren gemittelte Standardabweichung anschlieÿend bestimmt. In Abbildung 3.10
sind sowohl die von uns simulierten Daten, als auch die von Fatuzzo et al. zu erkennen.
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Abbildung 3.10: Vergleich unserer Daten zu denen von Fatuzzo et al. in x- und z-Richtung.
Zunächst herrscht eine gute Übereinstimmung, im Bereich von 2T weichen die Daten allerdings stark
voneinander ab.
Im physikalisch relevanten Bereich der Di�usion stimmen sie in x-Richtung wieder gut überein, in z-Richtung
liegen die von uns simulierten Daten stets über denen von Fatuzzo et al..

Zumindest in x-Richtung stimmen unsere simulierten Daten mit denen aus [3] im physikalisch
relevanten Bereich der Di�usion gut überein. Die weniger gute Übereinstimmung in z-Richtung
kann auf mögliche Unterschiede in der Art der Simulation oder statistische Schwankungen, da
nur ein Durchlauf mit 200 Teilchen betrachtet wurde, zurückgeführt werden.
Alles in allem entsprechen unsere Werte gut denen der vorangegangenen Arbeit.



4. Fazit

In diesem letzten Kapitel der Arbeit soll noch einmal ein kurzer Überblick über die untersuchten
Parameter geliefert und die hierbei gewonnenen Erkenntnisse dargestellt werden.
Zur Untersuchung der Parameter wurden jeweils 1000 Protonen mit Energie E = 1 TeV, ver-
sehen mit einer zufälligen Impulsrichtung, in ein homogenes Magnetfeld mit gleich starker,
turbulenter Komponente mit einer Flussdichte von B0 = 50µG injeziert, und über eine Zeit
von 4000 T verfolgt. Zu je einem Parameterset wurden 50 solcher Simulationen durchgeführt.
Das turbulente Magnetfeld wurde mit Hilfe einer diskreten Anzahl Nk an ebenen Wellen be-
schrieben, deren Wellenlängen aus einem vorher festgelegten Intervall auf einer logarithmischen
Skala äquidistant gewählt wurden.

Die erste Analyse befasste sich mit dem Ein�uss der Wahl des Turbulenzmodells zur Beschrei-
bung des turbulenten Magnetfeldes auf die Simulation. Abhängig von der Wahl des Turbulenz-
modells wird ein anderer Index Γ verwendet, mit welchem das turbulente Feld skaliert. Trotz
unterschiedlicher Indices ergibt sich bei der Wahl von Bohm-, Kraichnan- oder Kolmogorov-
Turbulenz kein signi�kanter Unterschied für die betrachtete gemittelte Standardabweichung.
Aus diesem Grund ist es ausreichend die Simulation unter Verwendung eines Turbulenzmodells
auszuführen, in diesem Fall der Kolmogorov-Turbulenz.
Die zweite Analyse untersuchte den Ein�uss der maximalen Wellenlänge des turbulenten Feldes
und der Anzahl der das turbulente Magnetfeld beschreibenden ebenen Wellen auf die Simu-
lation. Die das Magnetfeld beschreibenden ebenen Wellen werden zwischen einer maximalen
und minimalen Wellenlänge gewählt. Der Ein�uss der minimalen Wellenlänge ist nach [3] nicht
signi�kant, weshalb nur λmax zwischen 10 R und 1000 R variiert wurde. Es stellt sich heraus,
dass die Wahl von λmax einen sehr groÿen Ein�uss auf die Simulation hat und mit steigen-
der maximaler Wellenlänge das di�use Verhalten der Teilchen erst später einsetzt. Physikalisch
lässt sich dies damit begründen, dass das Teilchen zunächst alle Wellenlängen abgetastet haben
muss, um die Wechselwirkung des gesamten turbulenten Feldes zu erfahren. Im zweiten Teil
dieser Analyse wurde die Anzahl an ebenen Wellen von Nk = 200 auf Nk = 300 erhöht und der
Unterschied zwischen beiden Simulationen betrachtet. Dieser war nicht signi�kant, weshalb das
turbulente Feld weiterhin mit Hilfe von 200 ebenen Wellen beschrieben wurde.
Wie bereits gezeigt, hatte die Variation der maximalen Magnetfeldwellenlänge einen groÿen
Ein�uss auf die Simulation. Aus dieser lassen sich aufgrund der Möglichkeit, die Teilchenvertei-
lung durch die gelöste Di�usionsgleichung beschreiben zu können, Di�usionskoe�zienten durch
Fits ableiten. In dieser Analyse wurde der Ein�uss der Wahl der maximalen Wellenlänge auf
die abgeleiteten Di�usionskoe�zienten betrachtet. Als Ergebnis stellte sich heraus, dass eine
Abhängigkeit von einem Potenzgesetz sehr unwahrscheinlich ist. Ebenso konnte keine andere
funktionale Abhängigkeit gefunden werden. Anzumerken bleibt, dass der Di�usionskoe�zient
bei Erhöhen der maximalen Magnetfeldwellenlänge um zwei Gröÿenordnungen um in etwa eine
Gröÿenordnung ansteigt.
Zuletzt wurde ein Vergleich zur Arbeit von Fatuzzo et al. gezogen. Hierzu wurde eine Simula-
tion mit denselben Einstellungen für die magnetische Flussdichte B = 10µG, den Wellenlän-
genbereich des turbulenten Feldes [0.1 R; 1000 R] und die Teilchenenergie E = 1 TeV wie in [3]
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angestellt. In weiten Teilen stimmen beide Simulationen gut überein. Allerdings weichen die
Simulationen in x-Richtung zu einer Zeit von t ≈ 2 T voneinander ab, bevor sie sich wieder
decken, während in z-Richtung die von uns simulierten Werte ab diesem Zeitpunkt stets über
denen von Fatuzzo et al. liegen. Grund hierfür könnten Unterschiede in der Art der Simulation
oder statistische Schwankungen zurückgeführt werden, da auf letztere in [3] nicht eingegangen
wurde.

Während dieser Arbeit wurden einige Parameter und deren Auswirkung auf die Simulation
untersucht. Die meisten Parameter zeigten keine signi�kante Änderung der simulierten Daten.
Der einzige Parameter, der in dieser Arbeit untersucht wurde, und einen sehr groÿen Ein�uss
auf die Simulation hat, ist die maximale Wellenlänge der das turbulente Feld beschreibenden
Wellen. Daher sollten zukünftige Simulationen unter Verwendung verschiedener maximaler Ma-
gnetfeldwellenlängen angestellt werden.

Die Frage nach dem Ein�uss einer viel gröÿeren Anzahl an das turbulente Feld beschreibenden
ebenen Wellen oder nach einer funktionalen Abhängigkeit der abgeleiteten Di�usionskoe�zi-
enten von dieser Wellenlänge ist weiterhin o�en. Dies ist jedoch nicht mehr Teil dieser Arbeit,
und kann in Zukunft untersucht werden.



5. Anhang

Zu Kapitel 2.2.1 Modellierung des turbulenten Magnet-

felds

Der Exponent −Γ+1
2

kann durch folgende Rechnung hergeleitet werden. Als Ansatz wählen wir
hierfür, dass die Energiedichte jedes einzelnen Wellenvektors mithilfe von

ω(k) = α · k−Γ

beschrieben werden kann.
Die gesamte Energiedichte des turbulenten Feldes ergibt sich dann über Integration über alle
Wellenvektoren folgenderweise.

E =

kmax∫
kmin

α · k−Γdk und mit y = log(k) folgt

E =

log(kmax)∫
log(kmin)

α · k−Γ · k · ln(10)dy

=

log(kmax)∫
log(kmin)

α · k−Γ+1 · ln(10)dy

≈
Nk∑
n=1

α · k−Γ+1
n · ln(10)∆y

= α · ln(10) ·∆y ·
Nk∑
n=1

k−Γ+1
n

= α · ln(10) ·∆y · 1

k−Γ+1
min

·
Nk∑
n=1

(
kn
kmin

)−Γ+1

=: B2
min

Nk∑
n=1

(
kn
kmin

)−Γ+1

Daraus erhält man B2
Turb. wie folgt.

B2
Turb. = B2

min

∑
n

(
kn
kmin

)−Γ+1

Durch Ziehen der Wurzel erhält man schlieÿlich Formel (2.14) und den Exponenten −Γ+1
2

.
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